LOGICA PER LA PROGRAMMAZIONE - a.a. 2014-2015
Recupero Secondo Compitino - 16/1/2015 — Soluzioni Proposte

Attenzione: Le soluzioni che seguono sono considerate corrette dai docenti. Per ogni esercizio possono esistere altre
soluzioni corrette, anche molto diverse da quelle proposte.

ESERCIZIO 1
Si provi che la seguente formula ¢ valida (A, B, C' e D contengono la variabile libera z):

~(3z.AVCO)V (Vz.~(D = -B)) = (Vz.A= CV B)

SOLUZIONE ESERCIZIO 1
Per dimostrare la formula partiamo dalla premessa:

(3. AvC)V (Vz.~(D = -B))
{De Morgan}

(Vz.=(AVC))V (Vz.~(D = -B))
A

(Vz.-(AVC) V(D = -B))
{De Morgan}

(Vz.(mAA-C)V (D= -B))

{— =, Doppia negazione}
(Vz.(mAN-C)V (DA B))

= {sempl-A, 2 volte, occorrenze positive}
(Vz.—-AV B)

= {intro-V, occorrenza positiva}
(Vz.-AV BVC)

= {elim-=}

(Vz. A= BVC(C)
ESERCIZIO 2
Assumendo a: array [0, 5) of nat e b: array [0, 7) of nat, si formalizzi il seguente enunciato:

“Ogni elemento dell’array a che e strettamente maggiore di un elemento dell’array b
e anche strettamente minore di un elemento dell’array b.”

SOLUZIONE ESERCIZIO 2

(Viii €[0,5) A (34.5 € [0,7] Aali] > blj]) = (3k.k € [0,7] Aali] <blk]))



ESERCIZIO 3

Si consideri il seguente programma annotato (assumendo a,b: array [0, n) of int):

diff,x := 0,0;
{lnv:zel0,n] A diff = (Zi
while (x < n) do

diff := al[x] + diff - b[x];

€[0,2).

ald]) -

X:= x+1;

endw
{diff = (i :i ali]) —

Scrivere e dimostrare l'ipotesi di invarianza.

€[0,n).

SOLUZIONE ESERCIZIO 3

Invariante Inv : z € [0,n] A diff = (Zi
Funzione di terminazione ¢t : n — x
Condizione F : x < n
Comando C : diff :=

(Z] Jj€0,z).

€[0,z).

alx] + diff - bl[x]; x:=

(Zj:4€[0,n).bl5])}

ali]) -

x+1

L’ Ipotesi di Invarianza ({Inv A E} C {Inv Adef(E)}) in questo caso &

{z€0,n] A diff =(Si:ic0,x). [])
diff := alx] + diff - blx];

= x+1
{z €0,n] A diff =(Si:i€0,x). )

(Z] j€10,z).blj ])/\(x<n)}

(%5 :j €[0,2).b[5])

(Zj:j€0,2).b5]) A def(z <n)}

bjl) Ht: n— =}

Applicando la Regola della Sequenza, dobbiamo trovare una asserzione R tali che le seguenti triple siano verificate:

(5.1) {w € [0,n] A diff = (Si:i ali]) —
(5.2) {R}x:=x+1{ze€[0,n] A diff = (Si:i

€[0,z).

€0,z).

ali]) -

Per determinare R, usiamo 1’Assioma dell’Assegnamento in (5.2) e troviamo

(%j:j€l0,z).b)j]))A(x <n)} diff

def(x+1)A(z €[0,n] A diff = (Si:i€0,z).ali]) —
= {sostituzione, definizione di def}
z+1€[0,n] A diff =(Zi:zie0,x+1).afi]) — (Zj:j€[0,z+1).b[])

:= a[x] + diff - b[x] {R}

(%j:j€0,2).b)]) A def(z <n)}

(%5 :5 €0,2) . b[5]))[*+! /]

Quindi resta da verificare la tripla (5.1) per il valore di R appena calcolato. Applicando la Regola dell’ Assegnamento,

dobbiamo verificare che

(ze[0,n] Adiff = (Zi:i€0,z).a

Partiamo dalla conseguenza, applicando la sostituzione

def (alz] + dif f — b[z]) A R[elI+dsF=blzl /0]
{sostituzione}

def(alx] +dif f —blz]) AN z+1€[0,n] A alz

{Ip: (z € [0,n]) A (x < n), definizione di def}

z € dom(a) N x € dom(b) A alz]+ diff — bz

{Ip: (x € [0,n]) A

(x < n) Adom(a) = dom(b) =

[i]) (25 : j € 10,2) .0[j]) Alx < n)) = def(ala]+diff ~bla]) A R[*EIHAT ) 4]

|+ diff —b[z] = (Si:ie€[0,x+1).afi]) - (X5:j€[0,z+1).b[j])
|=(Zizie0,z+1).afi]) — (Sj:j€[0,2+1).b[])
(0,n)}

alz] + diff — blz] = (Zi:i€ [0,z +1).ali]) — (S5 :j € [0,z +1).b[j])
= {(Intervallo->_), 2 volte}

alz] + diff — blz] = ((Zi:i € [0,2).ali]) +alz]) — ((Zj:j € [0,x).b[j]) + blz])
= {calcolo}

Aff = (Si 4 € [0,2)alil) — (S5 € [0,2) -b[j)
= {Ip: diff = (Si:i€[0,2).ali]) — (Zj:j€[0,2).b5])}

T



ESERCIZIO 4
Si verifichi la seguente tripla di Hoare (assumendo a, b: array [0, n) of int):

{kell,n=1) A jel0,k) A (Vi.i€[0,7) = (a[b[i]] > a[b[i] — 1]) A (a[b[i]] > a[b[i] + 1))}
if (alk] > alk-1] and alk] > alk+1])
then b[j]l :=k; j := j+1
else skip
fi;
{(vi.i €[0,5) = (alolil] > a[b[i] — 1)) A (a[bl]] > albld] + 1]))}

SOLUZIONE ESERCIZIO 4
Chiamiamo P e @) le seguenti asserzioni,

Q = (¥i.i€[0,5) = (alblil] > albli] — 1)) A (albli)] > albli] + 1]))
P=kell,n—1) A j€[0,k) A Q
Per dimostrare la tripla data applichiamo la regola del Condizionale e ci riduciamo a dimostrare che

(6.1) P = def(alk] > alk — 1] and alk] > alk + 1])

(6.2) {P A(alk] > alk —1] A alk] > alk+1]) } b[G] := k; j := j+1 {Q}

(6.3) {P A-(alk] >alk —1] A alk] > alk +1]) } skip {Q}

Per dimostrare (6.1) partiamo dalla conseguenza

def(alk] > alk — 1] and alk] > alk + 1])

{definizione di def}

k € dom(a) Nk —1 € dom(a) Nk + 1€ dom(a)

{Ip: ke[l,n—1) A dom(a)=dom(b)=[0,n)}

T

Per dimostrare (6.2) applichiamo la regola della sequenza e ci riduciamo a verificare le seguenti triple

(6.2.1) {P A (alk] > alk — 1] A alk] > alk+1]) } b[j]1 := k {R}
(6.2.2) {R} j := j*+1 {Q}
Partiamo da (6.2.2) e determiniamo ’asserzione R applicando 1’Assioma dell’assegnamento
def(j+1) AQI*/j]

= {sostituzione, definizione di def}
(Vi.i€0,j+1) = (albli] > a[bi] —1]) A (a[b[i] > a[bli] + 1]))

Nel caso di (6.2.2) applichiamo 1’Assioma dell’Aggiornamento Selettivo, e la regola PRE. Quindi ci riduciamo a veri-
ficare che

P Al(alk] > alk — 1] A alk] > alk + 1]) = def(j) Adef(k) A j € dom(b) A R[V' /)
dove b’ =b[k/j].
Partiamo dalla conseguenza
def (§) A def (k) A j € dom(b) A R[b'/b]
= {definizione di def}



j € dom(b) A R[V /b
{Ip: kel,n—-1) A j€[0,k)Adom(b) =[0,n) }

(Vi.i€[0,j+1) = (alt'[i]] > a[b'[i]] — 1]) A (a[b'[i]] > a[b'[i] +1]))

{(Intervallo-V)}

(Vi.i€0,5) = (alt'[d]] > alb'[i] = 1]) A (a[b'[i]] > a[b'[i] + 1])) A (at'[5]] > a[b'[j] = 1]) A (a[t'[j]] > a[b'[5] + 1])
{definizione di V', b'[j] = k}

(Vi.i€0,5) = (alt'[i] > alb'[i] — 1]) A (a[b'[i]] > a[b'[i]] +1])) A (a[k] > a[k —1]) A (al[k] > alk + 1])
{Ip: (alk] > alk — 1] A alk] > alk +1])}
(Vi.i€0,7) = (alt'[d]] > alb'[i] = 1]) A (a[t'[i]] > a[t'[i] + 1))
{definizione di v/, (Vi.i € [0,5) =i # j)}
(Vi.i€0,5) = (albli]] > a[bli] — 1)) A (a[bld]] > a[b[i] + 1]))
= {Ip: (Vi.i€0,) = (abli)] > a[b[i] — 1]) A (a[bld]] > albli] +1])) }
T

Per dimostrare (6.3) applichiamo la regola del Comando Vuoto e ci riduciamo a verificare la seguente asserzione

P A=(alk] > alk — 1] A alk] > alk +1]) = Q
Partiamo dalla conseguenza
(Vi.i € [0,7) = (alb[i]] > alb[i] — 1]) A (a[b[i]] > a[b]i] + 1]))

= {Ip: (Vi.i € [0,5) = (a[b[i]] > albli] — 1)) A (a[bli]] > albli] + 1])) }
T



