Capitolo 2

AUTOVALORI E AUTOVETTORI

1. Definizioni

Siano A € C"*™" A € C e x € C",x # 0, tali che valga la relazione
Ax = Ax. (1)

Allora A e detto autovalore di A ed x e detto autovettore corrispondente a

A. L’insieme degli autovalori di una matrice A costituisce lo spettro di A e

il modulo massimo p(A) degli autovalori di A & detto raggio spettrale di A.
11 sistema (1), che si puo scrivere anche nella forma

(A—X)x =0, (2)
ammette soluzioni non nulle se e solo se
det(A — M) =0, (3)
Sviluppando det(A — AI) risulta
det(A —A) = P(\) = ag\" + a; \" "' 4+ ..+ ay,

in cul |
ap = (-1)", a;=(-1)""oy, 1=1,...,n,

dove o; e la somma dei determinanti delle (7;) sottomatrici principali di A
di ordine ¢. In particolare risulta:

a; = (-1)""tr A, a, = det A,

in cui si e indicato con tr A la traccia di A, cioe la somma degli elementi
principali di A.

Dalle relazioni che legano i coefficienti e le radici di un’equazione alge-
brica risulta che:

Z)\i =trd e A; = det A. (4)

i=1 =1

Il polinomio P(A) e detto polinomio caratteristico di A e 'equazione
P(X) =0 ¢ detta equazione caratteristica di A.
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Per il teorema fondamentale dell’algebra 1’equazione caratteristica ha
nel campo complesso n radici, tenendo conto della loro molteplicita. Quindi
una matrice di ordine n ha, tenendo conto della loro molteplicita, n auto-
valori nel campo complesso.

Poiché gli autovettori sono soluzioni non nulle del sistema lineare omo-
geneo (2), un autovettore corrispondente ad un autovalore A risulta deter-
minato a meno di una costante moltiplicativa o # 0, cioe se x & autovettore
di A, anche ax e autovettore di A, corrispondente allo stesso autovalore.

2.1 Esempio. Il polinomio caratteristico della matrice

[t

si ricava dal determinante

1—A 3

det(A—)\I):det{ 3 1_

— 2 _9) _
)\}_A 2\ — 8.

L’equazione caratteristica corrispondente

A —2X—8=0
ha come radici Ay = —2 e Ay = 4, che sono gli autovalori della matrice A.
L’autovettore corrispondente a A\; = —2 si calcola risolvendo il sistema (2)

che in questo caso diventa

33 )=

Dalla prima equazione si ottiene
r1+29=0, dacui z = —xo,

da cui segue che qualunque vettore

anafs

con « # 0, € autovettore della matrice A corrispondente all’autovalore A\; =
—2. L’autovettore corrispondente a Ay = 4 si determina risolvendo il sistema

33 e
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Dalla prima equazione si ottiene
—x1 4+ 29 =0, dacui x;=uxo,

da cui segue che qualunque vettore

awaf!

con o # 0, e autovettore della matrice A corrispondente all’autovalore
Ao= 4. .

2. Proprieta degli autovalori

— Gli autovalori di una matrice A diagonale o triangolare (superiore o infe-
riore) sono uguali agli elementi principali. Infatti la matrice A— I & ancora
diagonale o triangolare e quindi il suo determinante ¢ dato dal prodotto degli
elementi principali.

— Se A & un autovalore di una matrice A non singolare e x un autovet-
tore corrispondente, allora risulta A # 0 e 1/\ & autovalore di A~! con x
autovettore corrispondente. Infatti da

Ax = \x

si ha
x =M 'x

e quindi
A#0 e A_1X:§X.

— Se A & un autovalore di una matrice A, allora A ¢ autovalore di A¥ e \ &
autovalore di AT. Infatti nel primo caso, poiché

det AT = det A,

si ha

0 =det(A — \I) = det(A — M) H = det(AH — \I),

da cui _
det(AT —XI) = 0.

Si procede in modo analogo per il secondo caso.
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— Se X & autovalore di una matrice unitaria A, cioe tale che AHA = AAH =
I, allora risulta |A\| = 1. Infatti dalla relazione Ax = Ax si ha

(Ax)" = ()"

e quindi _
xTAH = Xx!,

da cui si ha _
xH A Ax = 2\ xPx.

Poiché A e unitaria, risulta
xTx = Mxx,
e quindi, essendo xx # 0, segue

A= [A? = 1.

2.2 Esempio. La matrice G dell’esempio 1.1:

G- [cosqﬁ —sinqﬁ}’ SR,

sing cos¢
e unitaria e quindi ha autovalori di modulo 1. Infatti dall’equazione caratte-
ristica

A —2Xcosp+1=0

risulta
Al =cos¢p+ising e Ay =cos¢ —ising. "

Particolarmente interessanti sono i polinomi di matrici. Sia
p(x) = aor® + oz L+ ag,

dove ag,aq,...,ar € C, un polinomio di grado k nella variabile z e sia
A e C™*", Un polinomio della matrice A € una matrice della forma

p(A) = aA* + a APV 4k apd

(si veda l'esercizio 1.3). Se A ¢ un autovalore di A e x ¢ un autovettore
corrispondente, allora p(\) & autovalore di p(A) e x & un autovettore cor-
rispondente. Risulta infatti che

Ax =AM Ax = AT Dx = M x = M2 4Ax = ... = N\x,
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e quindi

49

p(A)x = apAfx + a AP x4 apx = ap \Px + g NPT Ix 4L+ agx

= p(A)x.

2.3 Esempio. La matrice

s

I
S~
— =
— = O

ha gli autovalori
M=1-vV2 =1 Al=1+V2,

e i corrispondenti autovettori sono

1 1 1
x;1=[-vV2]|, x2=|0|, x3=|V2
1 -1 1
La matrice ~
7 5 3
B=3A>-A+2I=|5 10 5|,
3 5 7

ha gli autovalori
pi =307 =\ +2, i=1,23,

cioe
=10 —5v2, pus=4, puz=10+5V2;
gli autovettori di B sono gli stessi di A.

2.4 Esempio. La matrice

2 1 1
A=1{(1 2 1
1 1 2

verifica la relazione

A? —5A+ 41 =0.

(5)

Quindi, se A\ ¢ autovalore di A, \? — 5\ 4+ 4 ¢ autovalore della matrice
nulla. Percio deve essere A> — 5\ + 4 = 0, da cui segue che gli autovalori di
A sono A\ =1 e Ay = 4. Poiché uno di questi autovalori ha molteplicita 2,
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e la somma degli autovalori, che & uguale alla traccia della matrice, e 6, Ay
risulta di molteplicita 2.

La relazione (5) puo essere utilizzata per calcolare la matrice inversa di
A. Si ha infatti

A(5I — A) = 41
da cui
1 L3 1
A‘1:Z(5I—A):Z 103 1. .
-1 -1 3

Piti in generale ¢ possibile dimostrare il seguente

2.5 Teorema (di Cayley-Hamilton). Sia A € C"*" e sia P(\) il suo
polinomio caratteristico. Allora

P(A) = 0.

Dim. Per un A € Csia C = A — A\l. Sia B la matrice aggiunta di C, per
cui vale (si veda 'esercizio 1.48)

CB = (det C)I. (6)

Gli elementi di B sono determinanti di sottomatrici di ordine n — 1 della
matrice A— A, e quindi sono polinomi in A di grado al piu n—1. La matrice
B puo essere cosi espressa

B=X\"!'By+\X"2B; +...+ B,,_1,
dove Bj, 7 =0,1,...,n — 1 sono matrici di ordine n. Dalla (6) si ha

(det C)I = (A= A)(A\""'By + A" 2By + ...+ B,_1)
= —\"By+A""YABy — By) + \""2(AB; — By) + ... + AB,,_;.

D’altra parte
det O =det(A — M) = P(\) = ao\" + a1 A" ' + ...+ a,,
per cui uguagliando termine a termine si ha:

CL()I = —BO
Glf = ABO — B1
CLQI = ABl — BQ

anI = ABn_l .
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Moltiplicando queste relazioni rispettivamente per A™, A"~ ... I e som-
mando, si ottiene

apA" + a1 A"+ ag A2+ 4 a, ]
= —AnBO —+ An_l(ABO — Bl) + An_2(ABl — BQ) 4+ ...+ ABn,1 =0. =

Dal teorema di Cayley-Hamilton segue quindi che una qualsiasi matrice
A annulla il suo polinomio caratteristico P(A) e anche ogni altro polinomio
di cui P(\) sia fattore.

Il polinomio monico (cioé con primo coefficiente uguale a 1) 1 (\) di
grado minimo che ¢ annullato da A ¢ detto polinomio minimo di A ed € un
fattore di P()) e di ogni altro polinomio p(\) che sia annullato da A. Si ha
infatti

p(A) = P(N)s(A) +7(N),

dove il grado di (\) & minore di quello di 1(\). Poiché
0 =p(A) = ¢(A)s(4) +r(A)

e P(A) = 0, ne segue che r(A) = 0, ed essendo () il polinomio di grado
minimo annullato da A, ne segue che r(\) ¢ identicamente nullo.

Poiché 1(\) e fattore di P(A), gli zeri di () devono essere autovalori
di A. Viceversa ogni autovalore di A & uno zero di 1(\). Infatti se p e
autovalore di A, ¥(u) € autovalore di ¥(A), ed essendo ¥(A) = 0, ne segue

che () = 0.
Risulta percio che () e della forma
PA) = A= A)" (A= A2)" - (A= A)"7,

dove A, A2, ..., A, sono gli autovalori distinti di 4, e ny +n2+...4+n, < n.
Se la matrice A ha tutti gli autovalori distinti, allora e

2.6 Esempio. La matrice A dell’esempio 2.4 annulla il polinomio
P(N) = A2 —BA+ 4,

che ¢ il suo polinomio minimo. Infatti non esiste alcuna costante « tale che
A + al =0 e quindi nessun polinomio di grado 1 che sia annullato da A. =
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3. Proprieta degli autovettori

2.7 Teorema. Autovettori corrispondenti ad autovalori distinti sono li-
nearmente indipendenti.

Dim. Siano Aqy,..., A, m < n, m autovalori di A € C™"*™ a due a due
distinti, e siano xi,...,X,, i corrispondenti autovettori. Si procede per
induzione su m.

Per m = 1,x; # 0, quindi x; ¢ linearmente indipendente.

Per m > 1, si supponga per assurdo che esista una combinazione lineare dei
vettori x1,...,X,, tale che

f: a; X; = 0, (7)
i=1

in cui non tutti gli o; siano nulli e sia j tale che a; # 0. In tal caso esiste
almeno un altro indice k£ # j, per cui aj # 0; altrimenti, se cio non fosse,
seguirebbe che x; = 0. Moltiplicando entrambi i membri della (7) per A, si

ottiene . - m
O:AZ%X@':Z%AX@':ZOMNX% (8)
i=1 i=1 i=1

moltiplicando entrambi i membri della (7) per A;, si ottiene

O:)\jf:aixi:iai)\jxi. (9)
i=1 i=1

Sottraendo membro a membro la (9) dalla (8), si ha:

NE

Oéz()\z — )\j)xi-

0= Zal()\l — )\j)Xi =
i=1

1
J

Wl

.

Si ottiene cosi una combinazione lineare nulla degli m — 1 autovettori x; #
0, i=1,...,m, 1 # j,incui \j —A\; # 0 peri # jeglio; peri #j
non sono tutti nulli, essendo aj # 0, cio che e assurdo perché per I'ipotesi
induttiva gli m — 1 vettori sono linearmente indipendenti. "

Dal teorema 2.7 risulta che se una matrice A di ordine n ha n auto-
valori tutti distinti, allora A ha n autovettori linearmente indipendenti. Se
la matrice A non ha n autovalori distinti, A puo non avere n autovettori
linearmente indipendenti, come risulta nell’esempio seguente.
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4 1
=13
il cui polinomio caratteristico & (A—3)?, ha 3 come autovalore di molteplicita
2. Poiché ad esso corrispondono solo autovettori della forma

1
Q {_1}, a # 0,

la matrice A non puo avere due autovettori linearmente indipendenti. "

2.8 Esempio. La matrice

Le matrici con n autovalori distinti non sono le sole ad avere n autovet-
tori linearmente indipendenti. Ad esempio la matrice identica I, che ha 1
come autovalore di molteplicita n, ha i vettori e; € C™, i = 1,...,n, della
base canonica di C™ come autovettori.

Nel caso in cui ad uno stesso autovalore corrispondano piu autovettori
linearmente indipendenti, essi generano un sottospazio lineare i cui vettori
non nulli sono tutti autovettori della matrice corrispondenti allo stesso au-
tovalore. Vale infatti il seguente

2.9 Teorema. Sia A € C"*", e siano X1,Xs...,X; k autovettori linear-
mente indipendenti, corrispondenti ad uno stesso autovalore \ di A. Allora
un vettorey € C", y # 0, della forma

k
Y= ajx
j=1

¢ autovettore di A.

Dim. Si ha infatti

k k k k
Ay:AZO!ij:ZOéjAXj:Z@j)\Xj:)\ZOéij:)\y. ]
j=1 j=1 7j=1

Jj=1

2.10 Definizione. La molteplicita di un autovalore A come radice dell’equa-
zione caratteristica, e indicata con o(A), ed & detta molteplicita algebrica
di A. Il massimo numero di autovettori linearmente indipendenti corrispon-
denti a A & indicato con 7(\) ed e detto molteplicita geometrica di A. n

La molteplicita geometrica 7(\) € uguale alla dimensione del sottospazio
vettoriale generato dagli autovettori corrispondenti a A, e quindi uguale alla
dimensione dello spazio

NA-X)={xeC" : (A-X)x=0},
nucleo di A — M. E evidente che
1<oAN)<n e 1<7(N\)<n.
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2.11 Teorema. Vale la disuguaglianza

7(\) < a(N).

Dim. Sia g un autovalore di A con molteplicita algebrica ¢ = o(u) e
geometrica 7 = 7(u). Per la (7) del capitolo 1 si ha

rango di (A —pl) =n— dim N(A—ul) =n —T,

e quindi tutte le sottomatrici principali di ordine superiore a n — 7 della
matrice A — I sono singolari. Poiché il coefficiente del termine di grado ¢
del polinomio caratteristico di una matrice ¢ dato, a meno del segno, dalla
somma dei determinanti delle sue sottomatrici principali di ordine n — 7, ne
segue che il polinomio caratteristico di A — ul risulta della forma

p(\) = det[(A — pI) — M| = ao\" + a1 \" L4 ...+ apA"F,

dove k < n—7. Percio ’equazione p(A) = 0 ha la radice A = 0 di molteplicita
n—k>r7. Postox = XA+ pu, si ha

det[(A — pl) — M| = det(A — «1)
= CLO(:L‘ — /L)n + al(x — M)n_l +...+ ak(aj - M)n_k7

per cui la molteplicita di y come radice dell’equazione caratteristica ¢ o > 7.

2.12 Esempio. La matrice A € R™"*", definita da
1 perj=zq,
aij:{l per j =1+ 1,
0 altrimenti,

cioe

ha 1 come autovalore di molteplicita algebrica n a cui corrispondono solo
autovettori del tipo x = aej,a # 0. In questo caso risulta quindi 7(1) = 1
e o(l) =n. .

Nel caso della matrice identica I,,, che ha 1 come autovalore di moltepli-
cita algebrica n, risulta 7(1) = o(1) = n.
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4. Trasformazioni per similitudine

Data una base uj,us,...,u, di C" e una matrice A € C"*™, viene
individuata univocamente ’applicazione lineare £ : C" — C™, definita sugli
elementi della base da

L(u;) = Zaij u;. (10)

L’applicazione £ risulta naturalmente estesa per linearita a tutti i vettori
x € C". Si considerino le matrici U e W le cui colonne sono rispettivamente
i vettori u; e £(u;). Allora la (10) puo essere rappresentata nella forma:

W = UA. (11)

Una stessa applicazione lineare £ puo essere rappresentata su due basi di-
verse uj,Us,...,U, € Vi,Va,...,V, e quindi da due matrici A e B, in ge-
nerale diverse. Se V' e Z sono le matrici le cui colonne sono rispettivamente
formate dai vettori v; e £(v;), vale la relazione analoga alla (11):

Z=VB. (12)

Si vuole ora determinare la relazione che lega le due matrici A e B. Si
supponga che i vettori u; e v;, ¢ = 1,...,n, siano legati dalla relazione

n
vi=)Y syu, j=12...n, (13)
i=1
che in notazione matriciale ¢ rappresentata da

V=US,

dove la matrice non singolare S ¢ la matrice del cambiamento di base. So-
stituendo quest’ultima relazione nella (12) si ha

Z = USB. (14)

D’altra parte, per la linearita dell’applicazione £, dalla (13) si ha:
LoV =L syw) = sy L(w)
i=1 i=1

e in notazione matriciale

Z=WS. (15)
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Sostituendo la (11) nella (15) si ha:
Z =UAS

da cui, per confronto con la (14), poiché U & non singolare, si ha:
AS =SB

e quindi
A=SBS™ 1

Se le due basi uy,us,...,u, € vi{,Vvs,...,V, sono basi ortonormali, le ma-
trici U e V sono unitarie, e allora anche la matrice S € unitaria; infatti:

I=Viv =wsH(USs)=sHUHUSs = sHs.
In tal caso le due matrici A e B soddisfano la relazione

A= SBSH,

2.13 Definizione. Due matrici A, B € C™*" si dicono simili se esiste una
matrice non singolare S per cui

A=SBS™.

La trasformazione che associa la matrice A alla matrice B viene detta
trasformazione per similitudine. Se la matrice S e unitaria, la trasfor-
magzione viene detta trasformazione per similitudine unitaria. "

Si noti che la trasformazione per similitudine e una relazione di equi-
valenza, in quanto gode delle proprieta riflessiva, simmetrica e transitiva.
Data una matrice A, si consideri ’applicazione lineare [ 4 individuata
dalla A e dalla base canonica e;, i = 1,...,n di C"; allora per ogni vettore
x € C" risulta
La(x) = Ax.

Quindi dalla relazione (1), riformulata in termini di applicazioni lineari,
risulta che gli autovettori x di A sono i vettori che vengono trasformati
dall’applicazione £ 4 in vettori proporzionali a se stessi. Cioe ogni autovet-
tore individua una retta che e invariante per la trasformazione lineare [ 4.
Le proprieta degli autovalori e autovettori sono dunque proprieta intrin-
seche dell’applicazione lineare e non legate solamente alla matrice che la
rappresenta in una particolare base. Vale infatti il seguente teorema.
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2.14 Teorema. Due matrici simili hanno gli stessi autovalori con le stesse
molteplicita algebriche e geometriche.
Dim. Siano A e B matrici simili, cioe tali che A = SBS~!. Si ha:
det(A — M) = det(SBS™* — ASS™ 1) =det [S(B — A\I)S™!]
= det Sdet(B — M) det(S™1) = det(B — )
per cui le due matrici hanno lo stesso polinomio caratteristico e quindi hanno

gli stessi autovalori con le stesse molteplicita algebriche. Se x & autovettore
di A corrispondente all’autovalore A, risulta:

SBS 'x = \x

e quindi
BS7x = A5 1x.

Percio il vettore y = S~'x & autovettore di B corrispondente a A. Inol-

tre, essendo S~! non singolare, se x;, i = 1,...,7(\), sono autovettori
linearmente indipendenti di A, anche y; = S7'x;, i = 1,...,7(\) sono
linearmente indipendenti. Quindi A e B hanno gli stessi autovalori con le
stesse molteplicita geometriche. "

Da questo teorema risulta che se due matrici sono simili, hanno uguali
la traccia e il determinante.

2.15 Definizione. Una matrice A simile ad una matrice diagonale D si
dice diagonalizzabile. "

2.16 Teorema. Una matrice A di ordine n ¢ diagonalizzabile se e solo se
ha n autovettori linearmente indipendenti. Inoltre le colonne della matrice
S, per cui ST'AS ¢ diagonale, sono gli autovettori di A.

Dim. Si suppone dapprima che A abbia n autovettori linearmente indipen-
denti x1,...,x,, corrispondenti agli autovalori A{,...,\,. Siano D la ma-
trice diagonale avente \; come i-esimo elemento principale, e S la matrice
la cui 7-esima colonna e uguale a x;. Dalla relazione

Ax;, = \ix;, 1=1,2,...,n,

si ha anche che

AS = SD. (16)

Essendo S non singolare, perché formata da colonne linearmente indipen-
denti, esiste S™1; quindi dalla (16) si ha

A=SDS™
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Viceversa, sia A = SDS~!, D matrice diagonale con gli autovalori di A
come elementi principali. Allora risulta AS = SD. Indicando con sy, ...,s,
le colonne di S, si ha:

A[S1|S2‘ |Sn]:[)\1$1|)\252| |)\nSn]

e quindi
ASZ'Z)\Z'SZ', i:1,2,...,n.

Percio le colonne di S sono n autovettori di A, che risultano linearmente
indipendenti, perché S ¢ non singolare. "

2.17 Esempio. Le matrici A e B = 3A4%2— A+21 dell’esempio 2.3, che hanno
tre autovalori distinti, sono diagonalizzabili dalla stessa trasformazione per
similitudine, in quanto hanno gli stessi tre autovettori linearmente indipen-
denti. Posto

1 1 1
S=1-v2 0 V2,
1 -1 1
si ha
1/4 -v2/4 1/4
St=112 0 -1/2
1/4 V2/4 1/4
e
1—-v2 0 0
A=S 0 1 0 St
0 0 14++v2
10—-5v2 0 0
B=S 0 4 0 St
0 0 10+ 5v2

Anche la matrice A dell’esempio 2.4, pur non avendo 3 autovalori distinti ha
3 autovettori linearmente indipendenti, ed € quindi diagonalizzabile. Posto

si ha
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St n

N

I

@5
O O =
S = O
= O O

5. Forme canoniche

Dai teoremi 2.7 e 2.16 segue che se una matrice ha tutti gli autovalori
distinti, allora e diagonalizzabile, in quanto ha n autovettori linearmente
indipendenti. Se una matrice non ha tutti gli autovalori distinti, puo non
essere diagonalizzabile e questo accade se per almeno un autovalore di A la
molteplicita geometrica ¢ minore della corrispondente molteplicita algebrica.
A tale proposito vale il seguente teorema (per la dimostrazione si veda [3]).

2.18 Teorema (Forma canonica o normale di Jordan). Sia A € C"*"
e siano \;, 1 = 1,...,p, i suoi autovalori distinti, con molteplicita algebrica
o(\;) e molteplicita geometrica T()\;). Allora A é simile ad una matrice
diagonale a blocchi

Ji
Jo

Jp

in cui il blocco J;, relativo all’autovalore \;, ha ordine o(\;) ed ¢ a sua volta
diagonale a blocchi

oV
o
J’L - ’ ) 1= 17 27 7p7
C(TA0)
e ognuno dei 7(A;) blocchi é della forma
A1
C(])_ Cl/(j)Xl/Q) _1 2 )\
i \s 1 S ¢ iy, J=4 7"'7T( 1)7
Ai

dove gli interi l/Z-(j ) sono tali che

T(Ai)

Z yi(j) =oa(\).
j=1
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La matrice J é detta forma canonica (o normale) di Jordan della matrice
A, ed é unica, a meno dell’ordinamento dei blocchi che la compongono. u

Se gli autovalori A\; di A sono tutti distinti, i blocchi J; hanno tutti
ordine 1, e quindi la matrice ¢ diagonalizzabile. Se invece gli autovalori non
sono tutti distinti, ma A ha n autovettori linearmente indipendenti, allora
i blocchi J; sono diagonali, e anche in questo caso la matrice e diagonaliz-
zabile.

2.19 Esempio. Le matrici

-4 7 4 -8 6 -37
-5 7 5 -8 6 -3
A, = -4 4 6 -7 6 -3
-3 3 3 4 6 -3
-2 2 2 4 6 -2
-1 1 1 -2 2 1]
e
-4 12 -10 8 -6 47
-5 12 -9 8 -6 4
Ay = -4 8 -6 8 -6 4
-3 6 -16 8 -5 4
-2 04 -4 4 -2 4
-1 2 -2 2 -2 4]

hanno entrambe ’autovalore A = 2 di molteplicita algebrica 6 e geometrica
3, e risulta

r2 1 0 7
0 2 1
A =8sys1=g|V 0 2 §-1
2 1
0 2
i 9]
e
o ]
0 2
5 1
_ "ngo—1 __ —1
Ay = SJ'S—1 = § . s
2 1
I 0 2]

In entrambi i casi si ha
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—1 _1 —
-1 2 -1
-2 -1
—1
5= -2 -1
-12 -1
i -1 2
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Se la matrice A ha elementi reali, allora esiste una forma normale
reale di Jordan di A, analoga a quella definita nel teorema 2.18, in cui i
blocchi CZ(J ) relativi ad autovalori reali hanno la stessa forma che nel teorema

2.18, mentre i blocchi Ci(j ) relativi ad autovalori complessi risultano cosl
modificati: in corrispondenza ad ogni coppia A\; = a; +1ib; e \; = a; — ib; di

autovalori complessi e coniugati di A le sottomatrici C’i(j ) sono bidiagonali

a blocchi della forma
B,

oY =

dove

2.20 Esempio. La matrice

ha la forma normale di Jordan

1
A=SJS1=49
dove
4 — 31
3-3i
S = 2 —2i
1—1

I 1
E; I
I>
E; |
] ay —bi
o bl a; '
-16 13 -3
-12 10 -2
9 9 -3
-5 5 -1

+1i 1 0 0

0 141 0 0 S_l,
0 0 1—1 1

0 0 0 1-—-1
2—1 4431 241

2—1 3431 2+i

2—1 242 2+i

1—1 141 1+i
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(S
1—i -1+2i - 0
g1 1|0 1 21 -1+2i
2 |1+i -1-21 i 0
0 1 241 -1-2

La matrice A, avendo elementi reali, pu0 essere rappresentata anche nella
forma normale reale di Jordan

1 -1 1 0
_ 1 1 1 0 1 1
A=7ZJgrZ " =7 00 1 -1 Z,
0O 0 1 1
dove
4 3 2 1 1 -1 0 O
13 3 21 4 _|-1 2 -1 0
Z = 2 2 2 11| Zz = 0o -1 2 -1
1 1 1 1 O 0 -1 2

Dalla forma normale di Jordan si puo ricavare il polinomio minimo di
A. Infatti posto A = SJS™!, dove J ¢ la forma normale di Jordan di A, si
ha per ogni intero k

AP =875 1878t SJSt = §gFS!

k volte

e quindi per ogni polinomio P(A) si ha
P(A) = SP(J)S™.
In particolare per il polinomio minimo () di A, risulta

Y(A) = Sy(J)S™,

e quindi il polinomio minimo di A e quello di J coincidono. Per la struttura
diagonale a blocchi di J si ha

Y(J1)
¥(J2)

U(J) =
¥(Jp)

Percio
PA) = (A= A)" (A= A2)" . (A= Ap)",
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deve avere gli esponentin;, i = 1,2,...,p, tali che (A—\;)™ sia il polinomio
minimo di J;, cioe gli n; devono essere gli interi piu piccoli per cui il poli-
nomio (A— ;)™ sia annullato contemporaneamente da tutte le sottomatrici
C’i(j), j=1,2,...,7(\;). Cio & vero se e solo se n; ¢ la dimensione massima
delle sottomatrici C’i(j), per j =1,2,...,7(\;).

2.21 Esempio. Il polinomio minimo della matrice A; dell’esempio 2.19 e
dato da

() = (A —2)°,
e quello della matrice A5 e dato da
() = (A —2)% .

Fra le trasformazioni per similitudine che associano alla matrice B la
matrice A = SBS~!, hanno particolare importanza quelle per cui S ¢ uni-
taria, cioe S™.§ = S5 = I. 1l teorema che segue mostra come sia possibile,
mediante una trasformazione per similitudine unitaria, ricondurre una qual-
siasi matrice a una forma triangolare superiore.

2.22 Teorema (forma canonica o normale di Schur). Sia A € C"*"
e siano \i,...,\, I suoi autovalori. Allora esiste una matrice unitaria U e
una matrice triangolare superiore I' i cui elementi principali sono i \;, tali
che

A=UTU".

Dim. Si procede per induzione. Per n = 1 la tesi vale con U = [1]. Per
n > 1, sia x; 'autovettore normalizzato corrispondente all’autovalore \; e
sia S lo spazio generato da x;. Indicata con ys,...,y, una base ortonormale
dello spazio S+, la matrice

Q=[x1]y2] - |yn]
¢ unitaria e Qx; = e;. Si considera la matrice
B =Q"AQ
la cui prima colonna e
Be; = Q" AQe; = Q" Ax; = Q" \ix1 = M Q7x1 = Aie
e quindi B puo essere partizionata nel modo seguente:

)\1 CH
B =
0 Ay
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dove c € C" ! ¢ A, € Cn=Dx(n=1) " Per I'ipotesi induttiva esiste una
matrice unitaria U; € C(m—Dx(=1) tale che

Ay = U AUY,

dove Ay € C=1x(n=1) & triangolare superiore. Allora risulta

)\1 CH )\1 CH
A=QBR"=Q Q" =Q Q.
0 Ay 0 U A UH
Indicando con Uy € C™*™ la matrice unitaria
1 (1
U2 = )
0 U |
si ha: ~
)\1 CHU1
A=QU, Uz,
0 Ay |

Poiché la matrice U = QU5 e ancora unitaria in quanto prodotto di matrici

unitarie, risulta

)\1 CHU1
A=U U,
0 Ay
da cui la tesi, essendo A; matrice triangolare superiore. .
2.23 Esempio. La matrice
5 -5 1 -1
115 -5 3 1
A=510 a4 a1 4
3 -1 1 1

ha 'autovalore Ay =1 con il corrispondente autovettore normalizzato

Si considerano altri tre vettori xs,x3,x4 € C* linearmente indipendenti fra

di loro e da x;:

X9o = X3 —

O~~~ O

X4 =

— =0 O
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Si costruiscono poi, a partire dai vettori x;, ¢ = 1,...,4, con il metodo di
Gram-Schmidt, tre vettori y2,y3, ¥4

1 -1 1
11 11 11
Yo = 5 il Y3 = 5 1 ) Y4 = 5 1 )
i 1 1
tali che la matrice
1 1 -1 1
11 1 1 -1
Q=kly2lyslyvd=51; 5 1
i1 101
e unitaria. Si ha poi
04 2] [0©
B=Q"AQ = = ,
0O 0 O 1 0 A
0 0 -1 0 !

in cui 77 € C?*2 ¢ triangolare superiore (pill precisamente in questo caso T}
risulta diagonale). Si deve quindi riapplicare il procedimento alla matrice

0 1
=13

che ha ancora 'autovalore i, con ’autovettore normalizzato

-5

Con il metodo di Gram-Schmidt si determina il vettore

-5

tale che la matrice

¢ unitaria e si ha
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La forma normale di Schur della matrice A risulta quindi

I, O . CQ L, o1"

A=QBR"=Q Q"
O @ O QFAQ O @

i 0 (3+3i)/vV2 (3-1)/V2

_p |0 B+D/NV2 B-30)/V2| ya
0 0 i 0 ’
0 0 0 i

dove U ¢ la matrice unitaria

s o 11 (1+i)/vV2 (1-1)/V2

U— 0 2 L1 1 ((1-D)/V2 ((1+D)/V2
o g T2 i o4 (1-i)/V2 (1+1)/V2
! 400 (1-1)/V2 (1+1)/V2

Come nel caso della forma canonica di Jordan, anche nel caso della
forma normale di Schur, se la matrice A ha elementi reali esiste la forma
normale reale di Schur.

2.24 Teorema. Se A € R™"*™, esiste una matrice ortogonale U € R"*™ e
una matrice T' € R™*" triangolare superiore a blocchi, della forma

Ri1 Riz -+ Rinm
Ras -+ Rop
T - . . )
Rmm
dove i blocchi R;; per j = 1,2,...,m hanno ordine 1 0 2. Se \; é autovalore

reale di A, allora R; ha ordine 1 e coincide con [);], se \; ¢ complesso, allora
il blocco R;; ha ordine 2 ed ha come autovalori A; e \j. La somma delle
dimensioni dei blocchi R;;, j = 1,2,...,m ¢ pari ad n.

Dim. La dimostrazione viene fatta per induzione, in modo analogo a quella
del teorema 2.22. Se 'autovalore \; e reale, si ripete il ragionamento fatto
per il caso complesso. Se invece \;1 = pu; + ivy, pi, v1 € R, v # 0, si
considera il corrispondente autovettore x; +iy1, x1, y1 € R", in cui si puo
supporre che il vettore x; sia normalizzato. Poiché

A(xy +iy1) = Axy +idy: = (X1 — viy1) +i(pyr + ixa),
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risulta

H1 V1

Alx1|y1] = [x1]y1] : (17)
-V Ha

I due vettori x; e y; sono linearmente indipendenti: infatti, se cio non fosse,

esisterebbe una costante oo # 0 per cui y; = ax1, e quindi

X1 + iy; = x1 +iax; = (1 +ia) x1

e il vettore reale x; risulterebbe essere un autovettore reale di A corrispon-
dente all’autovalore complesso A1, cio che ¢ assurdo perché A ha elementi
reali.

Si costruisce un vettore normalizzato z;, ortogonale al vettore x;, po-
nendo

— — 1 _ T
z1 = fx1+y1, v = N S B =-7(x1y1)-
Si ha percio
1
x| ] = By | W, dovew = | ¢ 7). (19

Si costruisce poi una matrice (Q € R"*" ortogonale, le cui prime due colonne
siano x; € Zq:
Q=I[xi1|z1|ys| ... |yn]

Proseguendo la dimostrazione in modo analogo a quanto fatto nel teorema
2.22, per le prime due colonne della matrice B = Q7 AQ si ha dalle (17) e
(18):

Blei|e]=Q"A[xi]2z1] = Q" A[x1 [y1]W

Q" |y1) [“1 Vi

W: T W—l /’L]. 141
W = |

} w.
-V M1

Poiché @) & ortogonale, le prime due colonne di B possono essere scritte nel
modo seguente

U R11 } 2 righe
Ble|ey] = Wl{“l 1}W:
O | } n—2righe,

in cui il blocco
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& reale e ha come autovalori A\; e A;. La dimostrazione prosegue sfruttando
I'ipotesi induttiva come nel teorema 2.22. "

2.25 Esempio. Si determina la forma normale reale di Schur della matrice

5 -5 1 -1
1|5 -5 3 1
A‘§-1-1-1-1
3 -1 1 1

dell’esempio 2.23. La matrice A ha I'autovalore \; = i con il corrispondente
autovettore

1
4 1 +.1
X iy = — — 1I—
1 Y1 \/5 0 \/§
0

1
1 1 1
V2 |1

0
0
1
-i -1

In questo caso i due vettori x; e y; sono ortonormali. Si considerano poi
gli altri due vettori ortonormali

1 0
1] 1 o0
0 1
La matrice
U=I[x1]y1|ys|yas]
risulta cosi ortogonale, ed e tale che
0 1 5 1
_ -1 0 -1 0 T
A=U 00 0 -1 Uu-.
0O 0 1 0
Si ¢ cosi determinata la forma normale reale di Schur di A. =

Un caso particolarmente importante e quello in cui le matrici sono
hermitiane.

2.26 Teorema. Sia A una matrice hermitiana di ordine n, cioe A = A" e
siano A1, ..., A, I suoi autovalori. Allora esiste una matrice unitaria U tale
che
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A=U , Ut

An
cioé la matrice A é diagonalizzabile. Inoltre i \;, ¢ = 1,...,n sono reali e
le colonne di U costituiscono un insieme di autovettori ortonormali.

Dim. Per il teorema 2.22 si ha T = U” AU, dove T & una matrice triango-
lare superiore e U & unitaria. Poiché A = A¥ | si ha

T = (UFADE =U"APU =UR AU =T,
cioe la matrice triangolare 7' risulta essere una matrice diagonale con gli ele-

menti pricipali reali e per il teorema 2.16 le colonne di U, che sono ortonor-
mali perché U ¢ unitaria, risultano essere gli autovettori di A. .

Se la matrice A e reale e simmetrica, la matrice U risulta reale, e quindi
¢ ortogonale.

2.27 Esempio. La matrice

1 1 0
A=1-1 2 -
0 i 1
ha autovalori Ay =0, Ay =1 e A3 = 3, con i corrispondenti autovettori
1 1 1
X1 = O i ) X9 = (X2 0 N X3 = (3 -2i ) a1, G, O3 75 0,
1 -1 1

che sono fra loro ortogonali e che risultano normalizzati ponendo oy = 1/ V3,
az = 1/v/2 e ag = 1/4/6. Per cui, in questo caso, la matrice

U=[x1|x2]x3],

— |iv2 o0 -2,
Vo [va vE 1

data da

¢ unitaria e si ha

Una classe pit ampia di matrici che comprende, come casi particolari, le
matrici hermitiane e le matrici unitarie, & quella delle matrici normali, cioe
tali che AHA = AAY. Questa classe di matrici & particolarmente impor-
tante perché e quella che comprende tutte e sole le matrici diagonalizzabili
con trasformazioni per similitudine unitarie. Vale infatti il
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2.28 Teorema. Una matrice A € C"*" ¢ normale, cioé AHA = AAH | se
e solo se esiste una matrice unitaria U tale che

A
A2
A=U , UH,
An

in cui \1,...,\, sono gli autovalori di A. La matrice U ha per colonne gli
autovettori della matrice A, che quindi sono a due a due ortonormali.

Dim. Si supponga dapprima che A sia normale. Per il teorema 2.22 esiste
una matrice U unitaria tale che

T =U"AU,
con T' matrice triangolare superiore e si ha:

THT = UH AHUUH AU = U A" AU,
TTH = U AUUR AHU = UP AAHU.

Poiché A ¢ normale, ne segue che
THT =TTH, (19)
e quindi anche T" e normale. Si dimostra per induzione su n che T' ¢ diago-

nale. Se n = 1 questo € ovvio. Se n > 1, poiché T e triangolare superiore,
per I'elemento p;; della matrice P = THT = TTH, si ha

n n
pii=1tutii =M e pi= Ztljzlj = |\i|? + Z |t1j|2,
i=1 =2

da cui
t1;, =0, per j7=2,...,n,

cioe la prima riga di 7" ha tutti gli elementi nulli eccetto quello principale.
Indicata con T, la sottomatrice ottenuta da 7' cancellando la prima riga
e la prima colonna, dalla (19) segue che

T T, =T, .77 ,.

Per l'ipotesi induttiva T,,_1 e diagonale, quindi anche T risulta diagonale.
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Viceversa, sia A diagonalizzabile con una trasformazione per similitu-
dine unitaria:

A=UDU¥H,
con D diagonale. Si ha:
APA=vuDHUuHuput =uUDH DU,

AA" —upU"UDHU® = UDDHUH.

Poiché D ¢ diagonale, DY D e DD sono diagonali, con elementi principali
uguali a A\;\;; risulta allora D D = DDH e quindi

AP A = AAH, .

Nel caso in cui la matrice A e normale e ha elementi reali, la sua forma
normale reale di Schur risulta

A=UTUT,

dove T e U sono matrici reali, U e ortogonale e T' & diagonale a blocchi di
ordine 1 o 2.

2.29 Esempio. La matrice A € R**4

4 -5 0 3
0 4 -3 -5
A= 5 -3 4 O
3 0 5 4

¢ normale, perché risulta ATA = AAT, e quindi ¢ diagonalizzabile con
trasformazioni per similitudine unitarie. Posto

1 1 1 1
1 (-1 -i
U_§ 1 -i i -1]"
1 -1 -1 1
risulta
12
B 1+ 5i I
A=U 1_ 5 U+s.
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A puo essere rappresentata anche nella forma normale reale di Schur. Poiché

1+5i 0 |1 [1 -5],n
T ]V T v

dove V ¢ la matrice unitaria

1 |11 -
V__Q[l 1]’
si ha
12 0 0 O
- 0 1 -5 0| 7
A=2 0 5 1 0 2
0O 0 0 2
dove la matrice ortogonale Z e data da
1 v2 0 1
1 of 0
1.1 0 -v2 1
Z_Ugo‘i,(l)_§1 0 -v2 -1

1 vV2 0 1

[\

Per il teorema di Schur e possibile caratterizzare completamente gli au-
tovalori dei polinomi di matrici. E infatti immediato dimostrare il seguente
teorema.

2.30 Teorema. Sia A = UTU"Ia forma normale di Schur della matrice
A. Se p(x) & un polinomio in z, allora p(A) = Up(T)U* e gli autovalori di
p(A) sono tutti e soli i numeri p(\), dove A é autovalore di A. .

Siano p(z) e ¢(z) due polinomi nella variabile z, tali che g(\) # 0
per ogni autovalore A di A, e si consideri la funzione razionale f(x) =
p(z)/q(x). Per il teorema 2.30, la matrice ¢(A) risulta non singolare ed ¢
quindi possibile definire

Per la matrice f(A) vale un risultato analogo a quello del teorema 2.30:

fA) =UfT)Uu". (20)
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6. Alcune proprieta delle matrici definite positive

2.31 Teorema. Sia A una matrice hermitiana di ordinen e siano A1,...,\,
i suoi autovalori. Allora A é definita positivaseesolose \; >0, i=1,...,n.

Dim. Si dimostra prima che se A e definita positiva, allora i suoi autovalori
sono positivi. Poiché A & hermitiana, i suoi autovalori sono tutti reali. Se
A ¢ un autovalore e x # 0 & un autovettore corrispondente, da Ax = Ax,
premoltiplicando per x, si ottiene

xH Ax = \xFx.

Poiché A & definita positiva, il primo membro & positivo, ed essendo x7x >
0, risulta A > 0.

Viceversa, poiché A ¢ hermitiana, risulta A = UDU, con U matrice
unitaria e D matrice diagonale avente come elementi principali gli autovalori
Ai, t=1,...n,di A. Se x € C",x # 0, si ha:

x" Ax = xHUDU"x = y! Dy, (21)

dove il vettore y = U x non puo essere uguale a 0, perché U & non singolare.
Dalla (21) si ha:

A1 y
H _ _ A2 .1
XTAX = (G, -+, Up) .

An ) L7
= MU1Y1 + oo + AT Yn = )‘1|y1‘2 Tt )‘n’yn|2 >0

poiché gli autovalori \; sono tutti positivi e gli |y;| non sono tutti nulli. =

Poiché il prodotto degli autovalori di una matrice e uguale al determi-
nante, dal teorema 2.31 segue che il determinante di una matrice definita
positiva e positivo. Inoltre dal teorema 2.31 segue che I'inversa di una ma-
trice definita positiva & ancora definita positiva. Infatti I'inversa A~! di una
matrice hermitiana A ¢ hermitiana, e gli autovalori di A~! sono positivi in
quanto reciproci di quelli di A.

2.32 Esempio. La matrice hermitiana
1 i 0
A= 1|-1 2 -2i
0 2i 5
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e definita positiva, infatti per ogni vettore x # 0 si ha
xH Ax = |z1 + ixa|? + |20 — 2ix3]? + |23]% > 0,
e il suo polinomio caratteristico e dato da
P(\) = =A% +8\% — 12\ + 1. (22)

Esaminando il grafico di P(\) riportato nella figura 2.1 e calcolando i valori
che questo polinomio assume nei punti 0, 1, 2, 7:

P(0) =1, P(1) = —4, P(2) =1, P(7) = =34,
risulta che il polinomio ha 3 zeri reali compresi negli intervalli
(0,1), (1,2) e (2,7),

e quindi gli autovalori di A sono tutti positivi. .

\

A

o
o
6’
-
-
»
>
y

Fig. 2.1 - Grafico del polinomio(22).

2.33 Teorema. Una matrice hermitiana A é definita positiva se e solo se i
determinanti di tutte le sottomatrici principali di testa di A (e quindi anche
il determinante di A) sono positivi.

Dim. Se A e definita positiva, allora la tesi segue direttamente dal teorema
1.14. Viceversa, si suppone che i determinanti di tutte le sottomatrici prin-
cipali di testa di A siano positivi e si procede per induzione su n. Per n =1
il risultato € banale. Per n > 1, siano \q,...,\, gli autovalori di A. Poiché
per ipotesi il prodotto dei \; & positivo, si dimostra che non puo esistere
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un numero pari di autovalori negativi e quindi tutti i \; sono positivi. Si
supponga, per assurdo, che esistano m autovalori negativi, con m > 2, m
numero pari (si puo supporre, senza violare la generalita, che tali autovalori
siano i primi m). Sia U la matrice unitaria tale che A = UDU¥ | in cui
D e la matrice diagonale i cui elementi principali sono i A;, ordinati come
indicato. Allora e possibile costruire due vettori x,y € C™, tali che

X,y #0, Tpn =0, Yni1 =Ymiz =...=yn =0, y = Ulx.
Infatti, partizionando la matrice U e i vettori x,y nel modo seguente:

V v | } mrighe

Ut =
w w | } n—m righe
x1 | } n—1 componenti y1| } ~m componenti
X = y =
0 | } 1 componente 0 | } »—m componenti

dalla condizione y = U x si ottiene

Vxi=y1

WX1 =0.

Poiché nella matrice W il numero (n — 1) di colonne ¢ maggiore del numero
di righe (n — m,m > 2), & sempre possibile determinare una combinazione
lineare nulla a coefficienti non tutti nulli delle colonne di W. Esiste allora
un vettore x; # 0 formato da tali coefficienti, tale che Wx; = 0 e y; =
Vxi # 0, perché altrimenti le prime n — 1 colonne di U¥ risulterebbero
linearmente dipendenti. Ne segue la relazione

x Ax = x?UDU"x = y# Dy = Z)\i yil” = Z/\i lyil* <0,
i=1 i=1

che ¢ assurda perché

xH Ax = xfIAn_lxl,

dove A,,_; € C=x(n=1) & ] sottomatrice principale di testa di ordine
n — 1, che e definita positiva per 'ipotesi induttiva. .
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7. Localizzazione degli autovalori

In questo paragrafo vengono dati tre teoremi che consentono di indivi-
duare zone del piano complesso in cui si trovano gli autovalori di una ma-
trice.

2.34 Definizione. Sia A € C™*". I cerchi del piano complesso

n
Ki={z€C : |z—a;| < Z lai;| }, i=1,2,...,n,
j=1
Ji
n
di centro a;; e raggio r; = ) |a;;| sono detti cerchi di Gerschgorin. Vale il
T
seguente

2.35 Teorema (primo teorema di Gerschgorin). Gli autovalori della
matrice A di ordine n sono tutti contenuti in

J &
1=1,...,n

Dim. Sia A un autovalore di A e x un autovettore corrispondente, ossia
Ax = Ax, x # 0.

Allora si ha:

n

g ai; xj = Axg, 1=1,...,n,

Jj=1
da cui
n
()\—aii)ilj'i: Z Qi5 g, Z':l,...,n. (23)
7j=1
J#i

Sia x, la componente di x di massimo modulo, cioe quella per cui

lop| = max |z;] #0, (24)

EARES]

e, ponendo ¢ = p nella (23), si ha:

n
(A —app)Tp = E , Qpj Tj;
Jj=1
J#p
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da cui:

N = appl 2] <) lagsl |21, (25)
j=1
J#p

e, per la (24),

n

A = app| |zp| < Z |ap;| [@p;
j=1
J#P
infine dividendo per |z,| > 0, si ottiene

n
A= app| < Z |ap;l, (26)
=1
J#p
e quindi A € K. Siosservi che, poiché a priori non ¢ noto il valore dell’indice
p, e possibile solo dire che \ appartiene all'unione di tutti i cerchi Kj. "

Poiché il teorema precedente puo essere applicato anche alla matrice
AT che ha gli stessi autovalori della matrice A, risulta che gli autovalori di
A appartengono anche all’unione dei cerchi

n

Hi={z€C : |z—ayu| < ZIaﬂl}, i=1,2,...,n,
i=1
i

e quindi gli autovalori di A appartengono all’insieme

(U mNCU m.

2.36 Esempio. Si consideri la matrice

15 -2 2
A=|1 10 -3 (27)
2 1 0

alla quale sono associati i cerchi

K, ={2€C : |z—15| <4},
Ky={2z€C : |z—-10| <4},
Ky={z€C: |2| <3},

rappresentati nella figura 2.2.
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A

Kz K
x ,
3 6 |

0 10 15 19

/

Fig. 2.2 - Cerchi di Gerschgorin associati alla matrice A in (27).

Quindi gli autovalori stanno nelle aree grigie. Si considerino poi i cerchi

Hy={z€C : |z—15| <3},
Hy={z€C : |z—-10| < 3},
Hs; ={z€C : |z| <5},

associati alla matrice AT e rappresentati nella figura 2.3.
A

Fig. 2.3 - Cerchi di Gerschgorin associati alla matrice AT in (27).

Quindi gli autovalori di A stanno nell’intersezione dei due insiemi di cerchi,
rappresentata nella figura 2.4. "
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Y

Fig. 2.4 - Intersezione dei cerchi di Gerschgorin delle figure 2.2 e 2.3.

2.37 Teorema (secondo teorema di Gerschgorin). Se I'unione M; di
k cerchi di Gerschgorin e disgiunta dall’'unione My dei rimanenti n—k, allora
k autovalori appartengono a M; e n — k autovalori appartengono a M.

Dim. Si puo supporre, senza ledere la generalita, che i cerchi che costitui-
scono M siano i primi k, cioe che

Ml - U K,L e MQ = U K,L
i=1,....k i=k+1,....n

Siano D e R le matrici di elementi

a;j set=j, 0 se 1 =7,
dij = rij =

0 se i # j, a;j sei#j,
per cui A = D + R. La matrice
A(t)=D+tR, te]0,1],

i cui elementi sono funzioni continue di ¢, ha autovalori che sono funzioni
continue di ¢, in quanto zeri del polinomio caratteristico i cui coefficienti sono
funzioni continue degli elementi di A(t). Infatti gli zeri di un polinomio, sono
funzioni continue dei coefficienti (si veda [5]). Per ogni ¢ € [0,1] i primi &
cerchi di Gerschgorin di A(t) sono contenuti in M; perché hanno gli stessi
centri dei cerchi K;, 1,...,k, e raggio crescente con ¢, e analogamente i
restanti n — k cerchi di Gerschgorin di A(t) sono contenuti in Ms. Poiché
I'unione dei primi k cerchi di Gerschgorin di A(t) e disgiunta dall’unione dei
restanti cerchi di Gerschgorin, facendo variare con continuita ¢ nell’intervallo
[0,1], gli autovalori di A(t) non possono passare da un insieme all’altro fra
loro disgiunti. Per ¢t = 0 in M; e M, stanno rispettivamente £k e n — k
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autovalori di A(t), perché A(0) = D e gli autovalori coincidono con i centri
dei cerchi di Gerschgorin (che sono gli elementi principali di A). Quindi per
ogni t € [0,1], e in particolare per t = 1 per cui A(1) = A, in M; stanno k
autovalori e in My stanno n — k autovalori. =

Dei tre autovalori della matrice A dell’esempio 2.36, uno & contenuto
in K3, mentre gli altri due appartengono ad H; U Hy. I due autovalori con-
tenuti in H, U H, possono essere reali o complessi e hanno modulo compreso
fra 7 e 18. L’autovalore contenuto in K3 ¢ reale; infatti, se avesse parte im-
maginaria non nulla, anche il suo coniugato dovrebbe essere un autovalore
di A, essendo zero di un polinomio a coefficienti reali.

Per le matrici irriducibili vi € poi un altro teorema che precisa ulterior-
mente la localizzazione degli autovalori.

2.38 Teorema (terzo teorema di Gerschgorin). Se la matrice A di
ordine n é irriducibile, ogni autovalore \, che sta sulla frontiera dei cerchi
di Gerschgorin a cui appartiene, sta sulla frontiera di tutti i cerchi di Ger-
schgorin. In particolare questo vale per gli autovalori che appartengono alla
frontiera dell’'unione dei cerchi di Gerschgorin.

Dim. Sia x un autovettore corrispondente all’autovalore A, e sia z,, la sua
componente di massimo modulo

[zp| = max [z;].
G=1,...,
Procedendo come nella dimostrazione del teorema 2.35, si ha A € K,,. Poiché

per ipotesi A sta sulla frontiera di K, la (26) deve valere con il segno di

uguaglianza:
n

A —app| = Z |ap; |-

j=1
J#p

Ne segue che il segno di uguaglianza deve valere anche per la (25) e quindi
|zj| = |zp|, per tutti gli indici j per cui ap; # 0. Per I'ipotesi di irriducibilita,
esiste pero almeno un indice 7,7 # p, per cui a,, 7# 0, e poiché

|zr] = max |zl

j=1,...,n

si puo riapplicare per I'indice r il procedimento appena seguito per I'indice p.
Cosi procedendo si arriva alla conclusione che X sta sulla frontiera di K, ed
inoltre che |z;| = |z,|, per tutti gli indici j per cui a,; # 0. Il procedimento
si puo ripetere poi per un altro indice s,s # r, per cui a,s # 0, e cosi via
per tutti i rimanenti indici, in quanto per la irriducibilita di A, esiste un
cammino orientato che tocca tutti i nodi del grafo di A. "
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2.39 Esempio. La matrice

0 . -0 —ap T
1 0 -+ 0 —a
F — . . . .
0 —Qp—2
L 1 —Ap—1 |

¢ detta matrice di Frobenius. Calcolando il det(F — AI) con la regola di
Laplace applicata all’ultima colonna, risulta che

det(F — X)) = (—=1)" ()\" + nf a; )\>
i=0

Inoltre il polinomio minimo coincide, a meno del segno, con il polinomio
caratteristico. Infatti se per assurdo fosse

PY(N) = Nt ao "1+ +ap_y, conk<n,

allora, moltiplicando la matrice 1 (F') per il primo vettore della base canoni-
ca eq, risulterebbe

w(F)el = erl —+ aOFk_lel + ...t ar_1€e;

=€i4+1 topper + ...+ og_1€1

e quindi ¥ (F')e; sarebbe uguale al vettore le cui prime k + 1 componenti
sono nell’ordine
Ap_1,...,00, 1,
e cio e assurdo perché ¥ (F') = 0.
Il teorema di Gerschgorin, applicato alle matrici F e FT permette di
dare al modulo degli zeri \; del polinomio

n—1
A" + Z a; A
i=0
le seguenti limitazioni

|Ai| <max{|ag|,1+|a1],-.., 1+ |an-1] }

n—1

il < max {1, > fas| }.

1=0
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8. Predominanza diagonale

Un’altra classe importante di matrici ¢ quella delle matrici a predomi-
nanza diagonale, che si presentano spesso nella risoluzione numerica di pro-
blemi differenziali.

2.40 Definizioni. Una matrice A € C™*" si dice a predominanza diagonale
se per ogni ¢ = 1,...,n risulta

n

il > Y |

j=1
G

ed esiste almeno un indice s per cui

n

|ass| > Z |as;]- (28)

=1
J#s

Una matrice A € C™*" si dice a predominanza diagonale in senso stretto se
per ogni ¢ = 1,...,n risulta

|CL“" > |CL1|
J
j=1
J#i

Le due definizioni di predominanza diagonale e di predominanza diagonale
in senso stretto si possono dare anche per colonne, considerando le somme
per colonne anziché per righe e in tal caso si specifica che la predominanza
diagonale (predominanza diagonale in senso stretto) é per colonne. .

2.41 Teorema. Se A € C"*" ¢é una matrice a predominanza diagonale in
senso stretto, oppure a predominanza diagonale e irriducibile, allora A é non
singolare. Se inoltre A ha elementi principali tutti reali e positivi, allora gli
autovalori di A hanno parte reale positiva e se A é anche hermitiana, allora
A é definita positiva.

Dim. Se A ¢ a predominanza diagonale in senso stretto, dal teorema 2.35
risulta che i cerchi di Gerschgorin, avendo raggio minore della distanza del
centro dall’origine del piano complesso, non possono includere l'origine, e
quindi A non puo avere un autovalore nullo.

Se A e a predominanza diagonale ed e irriducibile, ¢ possibile che
I'origine appartenga alla frontiera di un cerchio di Gerschgorin. Se pero
un autovalore di A fosse nullo, allora per il teorema 2.38 'origine dovrebbe
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appartenere alla frontiera di tutti i cerchi di Gerschgorin, ma cio, per la
(28), non puo essere vero per 1’s-esimo cerchio.

Inoltre, se A ha predominanza diagonale in senso stretto o ha predomi-
nanza diagonale ed e irriducibile, e se gli elementi principali di A sono
tutti positivi, nessun cerchio puo contenere numeri complessi a parte reale
negativa. Quindi se A & anche hermitiana, cioé con autovalori reali, questi
devono essere positivi, e per il teorema 2.31 risulta che la matrice e definita
positiva. "

Poiché gli autovalori della matrice A sono uguali a quelli della matrice
AT le tesi del teorema 2.41 valgono anche nel caso in cui la predominanza
diagonale (la predominanza diagonale in senso stretto) della matrice sia per
colonne.

Esercizi proposti

2.1  Si calcolino gli autovalori e gli autovettori delle matrici

N

110 10 0
e o 1 1|, 4 |1 0 -1
00 1 11 2

2.2 Si determinino il polinomio caratteristico e il polinomio minimo delle
seguenti matrici

2 0 0 1 2 2 11 2
A=10 1 0], Ay=1]2 1 2|, A;3=1[1 1 2
0 0 1 2 2 1 11 2

2.3  Si dica quante e quali sono le matrici di ordine 6, non simili fra di
loro, il cui polinomio caratteristico ¢ dato da

P = (3= 01— N7
e per ogni matrice si scriva il polinomio minimo.

2.4 Si dica se la matrice

N
I
—_ =
—_
e}
S W N



