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Trasformata di Burrows e Wheeler

> E stata introdotta nel 1994 per
migliorare la compressione dei file
senza perdita d'informazione.

> E una trasformazione reversibile su
test.



Trasformata

La BWT prende in input un testo wdi lunghezza ne
produce:

> Il testo permutato bwi(w)
> Un indice /
Esempio: w="ananas’, n=6

L
Row C(w) M. l
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bwt(w)= L = “snnaad’; I =1



Proprieta

Ogni colonna di M. € una
permutazione di w;

F
Il primo carattere di we M. l
FLZ]; &l
Per ogni carattere «, o
I'i-esima occorrenza di o in |4
F corrisponde all’i-esima ()
occorrenza di o in L; W

5:

O Q0 9 »w I |3
S W I 0 Q0 | Q
O 0 U I 0 |3
S I3 » U Q0 |Q

Perognij = 1...n, j=l,
il simbolo L[j] e sequito in
w dal simbolo F[j].
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Anti-trasformata

_ _ bwt(w)= L =" snnaad”’; I=1
Costruisce F ordinando

Iessicogradficamente i Riga F L

caratteri di L; g 3 S

Costruisce la ) = \ / 5

hermutazione < tale che T

oelr(ogmj 1...n, SedF[J] e 3 BWN

a K-esima |stanza | o IN

F, allora L[<[j]] & la S S

c-esima istanza di . in L. > n / \
6 S a

w[1] = F[I]=F[1]=a

w[2] = F[[1]]=F[4]=n

w[3] = F[v’[1]]=F[x[4]]=F[2]=a f:(l i 6);(1 4205 5 )

)
Il
w[4] = F[z*[1]]=F[<[2]]=F[5]=n 4 5 8d0 o o
w[5] = F[e*[1]]=F[<[5]]=F[3]=a

1

w[6] = F[t°[I]]=F[<[3]]=F[6]=s W =ananas

142536



Perché BWT migliora la
compressione? -

> La stringa prodotta dalla BW'
e localmente omogenea:

consiste nella concatenazione e
di diverse sottostringhe e
contenenti solo un piccolo e e
numero di simboli distinti. 5
AGK. st
ne ........

w="..She...the...The... he...the...that...the...she...the...those...” NE ... :
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Trasformata estesa (EBWT)

> [M. Crochemore, J. Désarmeénien, D.
Perrin, “A note on the Burrows-Wheeler
Transform”, Theoretical Computer
Science, 2005];

> [M. Gessel, C. Reutenauer, “"Counting
permutations with given cycle structure
and descent set”, J. Comb. Theory, 1993].



Una nuova relazione d'ordine

Una
Imp

Per

cioe

ICa V=U e n=1.

parola v in A" e detta primitiva se v=u

ogni parola v in A*, esiste un’unica parola
primitiva w e un unico intero k tale che v=wk,

w=root(v) e k=exp(v).

Sia u una parola in A, si denoti con u® la parola
infinita u®=uuu....

La n
una

iuova relazione d’ordine, denotata con < e
relazione d’ordine totale definita:

=,

@)

) )
u <lex 1%

{exp (u) <exp(v) se root(u)=root(v)
U v

altrimenti



Relazione d’ordine <, e Teorema di
Fine e Wilf

Proposizione:
Date due parole primitive u e v,
u<,v< pref,(u”) <, pref,(v°)

dove k=|u|+|v|-mcd(|u],|V]).

Esempio: u=aabaac, v=aabaacaab = v <_u,
poiché u® e ve differiscono per il carattere in
posizione k=6+9-3=12:

A

u= aabaacaabaac...
v= aabaacaabaab...




La trasformata estesa

Input:

S={u;, u,, ..., U}, dove u.cA* e u; primitiva.
Output:

> La sequenza ebwit(S),

> Un insieme di indici %.

Sia C(S) l'insieme delle coniugate delle parole in S.
Si associ ad ogni weC(S), una tripla

(prefy(we), L(w), xs(w)) dove

1 sewes

w) =<
Zs (V) |0 altrimenti

S




S={abac, bca, cbab, cba)

H=6

ebwt(S)=ccbbbcacaaabba
%={1,9, 13, 14}

Esempio

M Prefu L ¥ F
1 abac abacab C ) a
2 abc abcabc C 0 a
3 abch abcbab b 0 a
4 acab acabac b 0 a
9, acb acbacbhb b 0 a
6 babc babcba C 0 b
7 baca bacaba a 0 b
8 bac bacbac C 0 b
9 bca bcabca a 1 b
10 | bcba bcbabc a 0 b
11 caba cabaca a 0 C
12 cab cabcab b 0 c
13 | cbab cbabcbh b 1 C
14 cba cbacba a 1 C




Proprieta della trasformata estesa
S={abac, bca, chab, cba}, k=4, m=14

abac
abc
@bch
acab
acb
babc
baca
bac
bca
B¢ b@
caba
cab
cbab
cba

Sia S={uy, Uy,..., U}, dove u;eA* vj=1,..., k

Sia k
m=J,
=

> Per un dato carattere o, l'i-esima
occorrenza di a in F corrisponde all’i-esima
occorrenza di o in L

U;

>Per ogni i=1,...,m, i, F[i] seque L[i] in
una delle parole in S.

~II primo carattere della parola u; coincide
con il carattere F[%,], per ogni j=1, ..., k
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Trasformata estesa inversa

ebwt(S)=L=ccbbbcacaaabba
%={1, 9, 13, 14}

F=a a a b BT DR 6

b

i @2345678@101112
4
d

10 11 14 3 12 =L 308 0V 2577 60 8
L SAGRSIEE "D~ B . LSS Clo Bh e .~ D1 I sd

} ' I }
0=(17 4 11) (2 9 12)(3 10 13 6)(5 14
(04 a

3)
@ DY arciaidaal e hka b b € b

S={abac, bca, cbab, cba}



Reversibilita e ordinamento

La trasformata estesa non e reversibile nel caso si
usi I'ordinamento lessicografico.

Ad esempio, se S={u=ab, v=aba} usando <, Si
Mﬁ%&@lgwt(swf_#bbaaa e %={2, 3}.

b

b

L 'anti-trasformata produrrebbe:
aab

S={abaab, ababa}

0 a
1 a
1 a Si osservi che ab<,,aba, ma
0 b
0 b

1

2 ab
3 | aba
4

5

aba< ab, infatti u® e v
differiscono per il carattere in

posizione k=2+3-1=4:
P~

j:(l 355540054 abab...
abae...

baa
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Esempio

ebwt(S)=L=ccbbbcacaaabba
®={1,9, 13, 14} =P S={abac, bca, cbab, cba}

a-dabeb -b"-b! sbsic:-c
>z xx x@x % »o‘»a 13 34
10 41 .- 14,354 =5=5r 125 I3 b2+ 678

L= s =Dz B O A G D T el T e 2D e

et | ST i
0=(174 1) (29 12)(3 10 13 6)(514 8)
9 B B o . oo e Py B p e i 5 g o ol 9,

abac abc abcbh acb
baca bca bcba cba
acab cab cbab bac
caba babc

S={abac, abc, abcb, acb}



Biezione

Proposizione.

Per ogni parola L, esiste un multinsieme S di
parole tale che ebwt(S)=L.

Esempio: L=babacab, non esiste nessuna parola u,
tale che bwt(u)=L, ma esiste un multinsieme
S={aab, abcb}, tale che ebwt(S)=L.

Teorema.

La trasformata estesa definisce una biezione tra le
parole in A" e la famiglia dei multinsiemi finiti delle
classi di coniugio delle parole primitive in A™.



Applicazioni

> Confronto di sequenze

> Compressione di testi



Confronto di sequenze

Esempio:
U=GTTGGGCCCGCGGGCACACACTL,
v=TTCGATCGTCCCACACACTGCCG

pu,v) = Z c,(u)—c, (V)‘

@GWGGGCCCGCGG C
EA CACTIGCCGTTCGATCGTCC
C%GWGGGCCCGCGGGC C
ACACTIGCCGTTCGATCGTCCCA
AC ;EGWGGGCCCGCGGGCAC C
AQTGCCGTTCGATCGTCCCACA
ATCGTCCCACACACTGCCGTTCG
G77'GGGCCCGCGGG
ACACACIGCCGTTCGATCGTCC
ACTCGTTGGGCCCGCGGG
ECCGWCGA TCGTCCC
GTTGGGCCCGCGGGCA

CCGTICGATCGTCCCAC
CCACACACTGCCGTTCGATCGTC

CGTTGGGCCCGCGGGCACACACT

G TTGGGCCCGCGGGLA CAT|
CCGTTCGATCGTCCCACAC

GATCGTCCCACACACTGCCGTTIC

TGGGCCCGCGGGCACACACTCGT
TICGATCGTCCCACACA CTGCC(@

I TGGGCCCGCGGGCACACACT



Misura basata sui blocchi monotoni
Esempio

Esempio: S={u = aaabbbb, v = abaabbb}

Mc ebwt | [c(u)- c(v)/
1 aaabbbb 1)
2 | aabbbab | &/ 4
3 aabbbba @ 1
4 abaabbb D)) 1
5 abbbaba | (a)
6 | abbbbaa | &/ g
7 baaabbb @) 1
8 baabbba @ 1
9 babaabb (b\
10 bbaaabb | ] ;
11 bbabaab | 5]
12 bbbaaab \y/
13 bbbabaa (@\ ”
14 | bbbbaaa | \a/

pu,v)= Z c,(u)—c, (V)‘

p(u,v)=4



Proprieta della misura p

p(u,v)= p(v,u), cioe la misura p € simmetrica.
Prese due parole u e v, allora p(u,v)=0 se e solo se u
e V SOno coniugate.

Se u’ € una coniugata di u e v’ € una coniugata di v,
allora p(u,v)= p(u’,v’).

S={u,, U,, ..., U}, con k=2 e possibile calcolare la
misura p fra tutte le coppie di sequenze in S
applicando la trasformata estesa un‘unica volta
all'intero multinsieme S.

p non soddisfa la disuguaglianza triangolare. Per
esempio se u=aaabbbb, v=abaabbb, z=abababb, si ha
p(u,v)=4, p(v,2)=6 e p(u,z)=12.



M. ebwt

abac
abc
abcbh
acab
acb
babc
baca
bac
bca
bcba
caba
cab
cbab
cba

Lo TL QIO TTT O H

Esempio

S={u=abac, v=cbab, w=bca, z=cba}

@@@-@
o(u,v)=4

a p(u,wW)=3
p(U,z)=3
p(vw)=3

b bic o@D
' N |

p(v,z2)=3
(O WBXO
B Bl s



Esperimenti sulla filogenesi dei
mammiferi

> La classe dei Mammiferi e suddivisa nelle Sottoclassi:

> Prototheria (monotremi: mammiferi che si
riproducono con le uova): Platypus.

> Metatheria (marsupiali: mammiferi che si riproducono
usando il marsupio): Walloroo e Opossum.

> Eutheria (mammiferi placentali: mammiferi che si
riproducono mediante la placenta).

> Quali sono i gruppi dei mammiferi placentali (Primati,
Ferungulati e Roditori) piu vicini?



Albero filogenetico con la misura p mediante il
metodo neighbor-joining
Gibbon \

Gorilla

Human

1 Chimpanzee Primati

PygmyChimpanzee

Orangutan

SumatranOrangutan

GreySeal

= HarborSeal > EUtherIa

B Cat

WhiteRhino
| Ferungulati

Horse

FinbackWhale

BlueWhale

Cow

Rat
HouseMouse ROdItorI )

Opossum

K } Metatheria

Wallaroo

Platypus l Prorotheria

(Prototheria, Metatheria, (Roditori, (Primati, Ferungulati)))



Compressione

CeaAW)= 1 T g
T MTF
| | eswr
W=
BWT lBWT : l L
lBWT l e lBWT - l “E
MTF '
H l MTF l H l MTF ; H
l | l H. H
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