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Ricerca Operativa A



Introduzione

Problema
Dato un grafo G = (N, A) non orientato, in cui ad ogni arco (i,/) & associato un
costo ¢j;, trovare un albero di copertura T di costo minimo, dove il costo di T e

definito come Y ¢j
(ij)eT

Senza perdita di generalita, possiamo supporre che il grafo G sia completo,
eventualmente aggiungendo archi di costo M, dove M & sufficientemente grande

ad esempio M > max c¢j;).
( m! (ryea )
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Modello 1

Sia N={1,...,n}.
Per ogni i,j=1,...,n con i < j, definiamo le variabili decisionali:
1 se I'albero contiene I'arco (1, ),

Xij = . .
0 altrimenti.

Modello di ottimizzazione:

min E Cij Xij

> x4 <|S|-1 ¥V SCN taleche[S[>3
ijes: i<j
(vincoli di eliminazione dei cicli)

xj € {0,1}, ihj=1,...,n, coni<j
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Modello 2

Variabili decisionali: x; =

1 se I'albero contiene I'arco (i, ),
0 altrimenti.

Modello di ottimizzazione:

M. Passacantando

min E CijXij

i<j

Zx,-j:n—l

i<j
Z xij + Z xj>1 V'S C N tale che |S]| >1

i€S.j¢S: i< i¢SJES i<j
(vincoli di connessione)

xj € {0,1}, i,j=1,...,n, coni<j
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Condizioni di ottimalita sui cicli

Teorema

Sia T un albero di copertura.

T & un albero di copertura di costo minimo se e solo se per ogni arco (u, v) ¢ T si
ha c,, > cjj per ogni arco (i, ) appartenente al cammino in T che connette u e v.

Esempio. Si consideri il seguente problema:

Verificare che I'albero T1 = {(1,2),(2,4),(3,4),(3,5)} & ottimo
mentre |'albero T = {(1,2),(2,3),(3,4),(3,5)} non & ottimo.
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Condizioni di ottimalita sui tagli

Teorema
Sia T un albero di copertura.
T & un albero di copertura di costo minimo se e solo se per ogni arco (u,v) € T

si ha ¢,y < ¢jj per ogni arco (i, ) appartenente al taglio ottenuto eliminando da T
I'arco (u, v).

Esercizio 1. Con riferimento all’esempio di pag. 5, utilizzare le condizioni di
ottimalita sui tagli per verificare che I'albero T; = {(1,2),(2,4),(3,4),(3,5)} &
ottimo, mentre 'albero T, = {(1,2),(2,3),(3,4),(3,5)} non & ottimo.
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Algoritmo di Kruskal

0. Ordina gli archi ay, ..., am in ordine crescente di costo. T = (), k=1.
1. Se |T| = n—1 allora stop

2. Se ai non forma un ciclo con gli archi di T allora T = T U {ax}

3. k=k+1 e torna al passo 1.

Esercizio 2. Con riferimento all’esempio di pag. 5, utilizzare I'algoritmo di
Kruskal per trovare un albero ottimo.
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