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A Ud) b B
f A
Tu(g) 9
aZ—>U(F,) F,

a

Figura 3: Diagramma per l'oggetto libero F,

La seconda nozione che ci serve & quella di oggetto libero.

DEFINIZIONE 1.4 (OGGETTO LIBERO)

Dato un funtore U : B — A e un oggetto a € A si dice che un certo oggetto
F, € B & libero su A se esiste una freccia n, : @ — U(F,) tale che per ogni altro
oggetto b € B e freccia f : a — U(b) € A esiste un’unica frecciag: F, - b€ B
tale che n,;U(g) = f (si veda la Figura 3, dove la punteggiatura della freccia g
ne simboleggia I'unicita).

La proprieta che definisce un oggetto libero & detta proprieta universale e la
freccia 7, & detta freccia universale. Sostanzialmente la proprieta universale ci
garantisce che oggetto F, & uno dei migliori rappresentanti possibili che pos-
siamo trovare per a all’interno di B rispetto al funtore Y. Per capire meglio,
immaginiamo che un morfismo f : a — o’ di una categoria definisca un modo di
rappresentare 'oggetto a attraverso a’, ovvero di vedere a’ come un’approssima-
zione di a. L’idea & di cercare la migliore approssimazione possibile dell’oggetto
a tra gli oggetti che appartengono all’immagine di U#(B). Quindi ogni ogget-
to b € B tale che esiste una freccia f : a — U(b) € A offre implicitamente
un possibile candidato (cioé U(b)). La proprietda universale garantisce che il
candidato F, (mediante n,) fornisce l’approssimazione pili vicina ad a, perché
consente di decomporre in modo univoco ogni altra approssimazione possibile
f:a—UDb) e Adia attraverso g : F, — b in B. Si noti che, come avevamo
notato prima a proposito delle caratteristiche della teoria delle categorie, un
oggetto libero quando esiste non & necessariamente unico, ma se ve ne sono pil
di uno questi sono tutti isomorfi tra loro.

Nel caso di interesse, la categoria delle computazioni gioca il ruolo di B e la
categoria dei modelli computazionali quello di A. Il funtore U associa un modello
ad ogni computazione e dato un modello a, 'oggetto libero F, & lo spazio delle
computazioni che meglio descrive a tra quelli che potremmo scegliere in B.

La terza nozione & quella di aggiunzione tra due categorie. Lo scenario
comprende due categorie A e B con due funtori ¥ : A - Beld : B — A tali
che il funtore F manda ogni oggetto a in un oggetto libero F(a) rispetto a .

DEFINIZIONE 1.5 (AGGIUNTO SINISTRO)

Sia dato un funtore U : B — A. Se per ogni oggetto a € A esiste un oggetto
libero F, € B con freccia universale 1, : a — U(F,), allora possiamo definire
un funtore F : A — B, detto aggiunto sinistro di U, come segue:



A o —% U(F(d)) F(a') B
fimar T A
f U(F(F) F)
o > U(F(a)) F(a)

Figura 4: Diagramma per ’aggiunzione F - U/

A a Fla) —>G(a) B
fl f(f)l lg(f)
b F(b) ——> G(b)

Figura 5: Diagramma che esprime la naturalitadi ¢ : F = G : A — B.

e per ogni oggetto a € A, poniamo F(a) = F;

e per ogni freccia f : a — o’ € A, definiamo come F(f) : F, — Fy
Punica freccia g tale che ng;U{g) = f;nar, la cui esistenza e unicita sono
garantite dalla proprietd universale di F, rispetto alla freccia f;n, (si
veda la Figura 4).

Si noti che F & un funtore perché rispetta identita e composizione grazie alla
unicita della proprieta universale. Il funtore U : B — A & detto aggiunto destro,
la coppia (F,U) & detta aggiunzione e si usa la notazione F - U per evidenziarlo.
La famiglia di frecce {ns}s.ca & detta unit delP’aggiunzione e costituisce una
cosiddetta trasformazione naturale.

DEFINIZIONE 1.6 (TRASFORMAZIONE NATURALE)

Dati due funtori ¥,G : A — B, una trasformazione naturale ¢ : F = G é una
famiglia {p, : F(a) — G(a)}aca di frecce in B tali che per ogni f:a - b€ A
vale p,;G(f) = F(f); v (si veda la Figura 5). Una trasformazione naturale
¢ tale che per ogni a € A la freccia p, & un isomorfismo é detta isomorfismo
naturale.

E immediato verificare che la unit di un’aggiunzione F 4 U definisce una
trasformazione naturale n : 1o = F;U tra il funtore identitd e quello ot-
tenuto componendo i due aggiunti (infatti, per definizione F(f) & tale che
Na;U(F(f)) = f;mar). Sfruttando il concetto di dualita si pud facilmente da-
re una definizione alternativa ma del tutto equivalente di aggiunzione, basata
sull’esistenza di una cosiddetta counit € : U;F = 1p, a partire dal funto-
re F e dal diagramma di oggetto libero (duale) in Figura 6: in questo caso
UD) = U, e data f : ¥ — b € B si ha che UY(f) & V'unica freccia g tale
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Double-pushout step by step process (continued)

L K R
+ (1) l 2)
G D H

(1) construct D such that the gluing of L and D via K is equal to G
(2) construct the gluing of R and D via K leading to the graph H
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A double category has been defined [14] as a category structure on Cat, the
category of categories, that is, an object of PAlg. 47 (PAlgc 4r) = DCat. The
theory CAT ® C AT then axiomatizes double categories in partial membership
equational logic.

Spelling out the specification of T'® T" for the case of T = T” = CAT we get
the following poset of sorts, where Square is the top:

(Object,Object) = Object, (Arrow, Arrow) = Square,
(Arrow, Object) = Harrow, (Object, Arrow) = Varrow,
Object < Harrow < Square, Object < Varrow < Square.



Rules of the CCS Rewrite System.

1 B
Pref,: p—1 Res, : \a =\« for pé¢ {a,a}
] 4
»e1 1Qn
Suml, : + — 1®! Sumr, : + —!®1
L] L]
4®1 19p A®X
Compl, :| — | Compr, :| — | Synch,, : |
L] B z
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