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Dinamiche di crescita

Consideriamo la crescita di una popolazione, assumendo che ci
siano limiti alle risorse utilizzabili

@ xp entita della popolazione al tempo t =0

@ )\ massimo tasso di crescita (nel caso di risorse illimitate)

@ )\(x) tasso di crescita in funzione della popolazione x

@ m massima popolazione sostenibile, date le risorse (capacitd di
carico dell’ecosistema)
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Possibile andamento della funzione A(x)
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dx m—x
i xA(x) = X)\OT

X0 e)\ot

D)= T e -

Questa funzione viene detta logistica e il suo andamento é:
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Integrazione mediante separazione delle variabili

Soluzioni costanti

Per determinare le altre soluzioni riscriviamo |'equazione come

d
X _ Doy

x(m—x) m

Osserviamo che
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A
/1(1+ ! )dx_/odt
m \ X m—X m

log(x) — log(m — x) = Aot + C

log (X> =Xt+C

da cui

m—X
X
— e/\ot+C
m—x

Ricavando x otteniamo la soluzione

meAgt—i—C mecekot

(1) =7 T ehttC 1+ eCelot

X0

x(0) = xg = e¢ =
m — Xp
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Sostituendo otteniamo la soluzione

m—>o Aot

m—xo
x(8) = 1+ 0 et

e

da cui moltiplicando numeratore e denominatore per m — xg

mxo ehot

x(t) =

m — xp + xpe’ot

Dividendo per m si ha

Xoe/\ot
A

1+ 20 (etot —1)

x(t) =
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Dinamiche di crescita: punti di equilibrio

In generale la dinamica di una specie puo essere definita
dall'equazione differenziale

PO _ (o).
F(x(t)) e il tasso di crescita della popolazione.
La popolazione raggiunge un valore di equilibrio per un valore x*
tale che risulti

F(x*) = 0.

x(t) = x*,Vt € soluzione dell’equazione differenziale J

Modelli matematici ambientali a.a. 2015/16 Dinamiche di crescit



Stabilita’ dell’ equilibrio

Un equilibrio pud essere stabile o instabile. E stabile quando
piccole perturbazioni vengono riassorbite, per cui il sistema ritorna
dopo un po' all'equilibrio, o comunque tende all’equilibrio quando
t — o0.

Sia x(t) una soluzione dell’equazione differenziale avente x(0)
come valore iniziale.

Equilibrio stabile
x* e' una soluzione stabile dell’equazione differenziale se Ve > 0,
esiste 0 > 0, ed inoltre € > ¢, tale che

[x(0) = x*| <0 = |x(t)—x"|<e V>0

| \

Equilibrio asintoticamente stabile

x* e' una soluzione asintoticamente stabile se e’ stabile ed inoltre

risulta
: X
tILn;o x(t) = x*.
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Equilibrio instabile

Un punto di equilibrio che non e’ stabile viene detto instabile.

Nel caso di un equilibrio asintoticamente stabile, detta €(t) una
perturbazione rispetto all’equilibrio, considerata una soluzione
dell’equazione nella forma

x(t) = x* + €(t)

si ha che

2351 =0
0, equivalentemente,

tl_l}r’go x(t) = x*.
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Dinamiche di crescita: equilibri

Consideriamo la perturbazione rispetto all’equilibrio

x(t) = x* + ¢(t),
Espandendo in serie di Taylor la funzione F come funzione di x, e
trascurando i termini di grado superiore al primo abbiamo

F(x +6)—F(X)+&(X Je = F(x*) + ae, ovea—a(x ).
Sostituendo x(t) = x* 4 ¢(t) nell’equazione data e ricordando che

F(x*) =0, si ha

dx(t)  de(t)
o~ a2
U a < 0 = equilibrio (asintotica-
mente) stabile
e(t) = e(0)e” 2> 0= equilibrio instabile
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Teorema

Sia data I'equazione differenziale x'(t) = F(x(t)) ove F e’
derivabile con continuita’. Allora
o Se F(x*) =0 e % (x*) <0, allora x* e’ un punto di equilibrio
asintoticamente stabile;
@ SeF(x*)=0e ‘é—f(x*) > 0, allora x* e' un punto di equilibrio
instabile;

v
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Applicazioni al modello di crescita

Consideriamo la funzione logistica:

Osserviamo che

Xoe/\ot

X(t) = 1 + &(e)\ot _ 1)

t|l>n;o x(t) = m,

cosicche’ x* = m €' un punto di equilibrio asintoticamente stabile.
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Punti di equilibrio

x* =0 a:d<)\gm_xx) — Mo=Ao < 0
dx m =0
d _
X*=m: a= <)\0m Xx> — X=X >0
dx m —m
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Presenza di un tasso di mortalita costante

Supponiamo ora che A\g™* sia il tasso di natalitd e che ci sia un
tasso di mortalita ;s costante. |l tasso di crescita sara allora:

m— x Aom — Aox — um
Ax) = Xo W= - /
PR V.Y Y
om /\O%x , M= 5x L m — x
m m

con
’ PN do—p
A=X—pem =m3 = m=F

Alz)

Ao — p

Xo—p ™ T
Ao

m
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Punti di equilibrio

(o™ g, { x

ml

Ricordando che I'equilibrio € stabile se a < 0, si ha

. d < , m —x > ,
x'=0: a= — (X X = Xp=Ao < 1
dx m’ =0
d
x*=m a= o </\6m XX) = —/\6§)\0 > u
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Consideriamo |'equazione differenziale
X'(t) = x3(t) -1

x* = =41 sono punti di equilibrio

dF

v 2x = x" =1 ¢ punto di equilibrio instabile
X

x* = —1 €’ punto di equilibrio (asintoticamente) stabile.
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Consideriamo I'equazione differenziale

X (t) =1 — ax?(t), a>0

*

x* = j:ﬁ sono punti di equilibrio

*

dF 1
= —2ax = x = ——= ¢’ punto di equilibrio instabile

dx NG

*

bs e’ punto di equilibrio (asintoticamente) stabile.

1
~Va
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Esempio di crescita di una popolazione x(t) (1)

x(t + At) = x(t) + [MN(x)x(t) — px(t)]At

o =02
e =05

* __ 05-02 __
o x* =100025-02 — 600

Crescita popolazioni

1,500
1,200
900

600

300 /

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Time (Month)

Lambda0 = 0.5 popolazione
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Esempio di crescita di una popolazione x(t) (2)

x(t + At) = x(t) + [MN(x)x(t) — px(t)]At

Crescita popolazioni

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Time (Month)

Lambda0 =1 popolazione
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Esempio di crescita di una popolazione x(t) (3)

x(t + At) = x(t) + [MN(x)x(t) — px(t)]At

o =02
@ N\=2
o x* = 1000222 = 900
Crescita popolazioni
1,500
1,200
900
600 /
300
0

0 S 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Time (Month)

Lambda0 =2 popolazione
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Esempio di crescita di una popolazione x(t) (4)

x(t + At) = x(t) + [MN(x)x(t) — px(t)]At

Crescita popolazioni

0 3 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Time (Month)

Lambda0 =3 popolazione
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Andamenti (1) — (4) a confronto

x(t + At) = x(t) + [AN(x)x(t) — px(t)]At

Crescita popolazioni

1,500

1,125

750

375

Lambda0 = 0.5
Lambda0 = 1
Lambda0 =2
Lambda0 =3

10 15 20 25 30 35 40 45 50
Time (Month)

popolazione

popolazione

popolazione
popolazione
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