1. Si definisca una funzione ricorsiva
f:INxN—->N
che soddisfi la seguente proprieta
(V x,y € IN. f(x,y) = 2(x+y))

in modo che, nella relazione di precedenza indotta dalla definizione data, le catene massi-
mali siano tutte e sole del tipo descritto di seguito:

<x,y>
I
<x+1,y-1>
I
<x+2,y-2>

I
<x+y,0>
<x+y-1,0>
<x+y-2,0>

I
<0,0>

Dimostrare la correttezza della definizione per induzione ben fondata.

Soluzione proposta

let rec f (x, y) = match (x,y) with
(0,0) -> 0
| (n,0) when n>0 -> 2 + f(x-1, y)
|  (n,m) when m>0 -> f(x+1, y-1)

Dimostrazione di correttezza per induzione ben fondata, utiizzando la relazione di prece-
denza indotta.

Caso base
£(0,0)

= {def. di f, primo pattern}
0

= {calcolo}
2(0+0)



Caso induttivo 1

f(n,m)
{Ip: n > 0, m=0, def. di f, secondo pattern}
2 + f(n-1, m)
{Ip. induttiva: f(n-1,m) = 2(n-1+m)}
2 + 2(n-1+m)
{calcolo}
2 + 2(n+m) - 2
{calcolo}
2(n+m)

Caso induttivo 2:

f(n,m)

= {Ip: m>0, def. di f, terzo pattern}
f(n+1, m-1)

= {Ip. induttiva: f(n+l, m-1) = 2(an+1+m-1)}
2(n+1+m-1)

= {calcolo}
2(n + m)

. Si definisca una funzione ricorsiva
f : int -> int -> int
che soddisfi la seguente proprieta
Vx,y € N.f(x,y) = 2*x+3*y+5
in modo che, nella relazione di precedenza indotta dalla definizione data, le catene massi-

mali siano tutte e sole del tipo descritto di seguito:

<x,y>

|
<x,y-1>

|
<x,y-2>

|
<x,0>

<x-1,0>

<x-2,0>

<0,0>



Dimostrare la correttezza della definizione per induzione ben fondata.

Soluzione proposta

let rec f x y = match (x,y) with
(0,0) > 5
|  (_,m) when m>0 -> 3 + (f x (y-1))
|  (n,0) when n>0 -> 2 + (£ (x-1) y)

Dimostrazione di correttezza per induzione ben fondata, utiizzando la relazione di prece-
denza indotta.

Caso base

£f00
{def. di f, primo pattern}

5

{calcolo}
2*%0+3*x0+5

Caso induttivo 1

fnm
= {Ip: m > 0, def. di f, secondo pattern}
3+ (fn (m-1))
= {Ip. induttiva: f n (m-1) = 2*n + 3*(m-1) + 5}
3 + 2%xn + 3*%(m-1) + 5
= {calcolo}
3 + 2%n + 3*%m -3 + 5
=  {calcolo}
2%n + 3*xm + 5

Caso induttivo 2:

fnm
= {Ip: n>0, m=0, def. di f, terzo pattern}
2 + (f (n-1) m)
= {Ip. induttiva: f (n-1) m = 2x(n-1) + 3*m + 5}
2 + 2%(n-1) + 3*m + 5
= {calcolo}
2 + 2%n -2 + 3*xm + 5
= {calcolo}
2xn + 3*m + 5



3. Definire una funzione ricorsiva rep con tipo
rep : ’a -> ’a list -> ’a list -> ’a list

in modo che (rep x xs zs) sia la lista ottenuta da xs rimpiazzando tutte le occorrenze
di x in xs con la sequenza zs . Ad esempio:

- rep 10 [2;10;12;10;1] [30;40;50] = [2;30;40;50;12;30;40;50;1]
- rep ra’ [b’;’a’;’q’] [] = [Jb);)qz]
- rep 10 [2;1;4;5] [30;40;50] = [2;1;4;5]

Dimostrare poi per induzione ben fondata la seguente proprieta
Y x,xs,zs. zs # [ = |(rep x xs zs)| > |xs|)

dove |xs| indica la lunghezza della lista xs

Soluzione proposta

let rec rep x xs zs = match xs with
0 -> 1
| y::ys when y<>x -> y :: (rep x ys zs)
| y::ys when y=x -> zs @ (rep x ys zs)

Nella dimostrazione per induzione ben fondata della proprieta richiesta, utilizziamo il seguente
indebolimento della relazione di precedenza indotta dalla definizione di rep:

(_, xs, ) < (_, _::xs, _)
sul dominio delle triple di tipo ax’a listx’a list. Utilizzeremo inoltre la seguente definizione
induttiva:

(i 1aar=o0
(i) lx::xs| =1 + |xs|
e la seguente (ovvia) proprieta
lzs@xs| = |zs| + |xsl| (1).
Caso base
lrep x [1 zsl
{def. di rep, primo pattern}

[ 1
{def (1)}



Nel seguito, zs indichera una generica lista non vuota e questo ci autorizzera ad utilizzare, dove
necessario, l’ipotesi

zs # [1 (2).

Caso induttivo 1:

|rep x y::ys zs|
{Ip: y<>x, def. di rep, secondo pattern}
ly :: (rep x ys zs) |
{def (ii)}
1 + |(rep x ys zs)|
= {(2) e Ip. induttiva: |rep x ys zs| >= |ys|}
1+ |ysl
{def (iid}
ly::ysl
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Caso induttivo 2:

lrep x y::ys zs|
{Ip: y=x, def. di rep, terzo pattern}
lzs @ (rep x ys zs) |
{def (1}
lzs| + |(rep x ys zs) |
= {(2) e Ip. induttiva: |rep x ys zs| >= |ysl|}
lzs| + lysl|
= {(2) che implica |zs|>=1}
1+ lysl
{def (ii)}
ly::ysl
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