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del grafo, ϕG usa le seguenti formule booleane, per 0 ! i, j < n,

Ci,j = ai,j ⇒ [(ri∧¬rj)∨(gi∧¬gj)∨(bi∧¬bj)] = ¬ai,j∨(ri∧¬rj)∨(gi∧¬gj)∨(bi∧¬bj)

(informalmente, Ci,j afferma che se vi è un arco tra i due vertici i e j, allora questi due
vertici non possono avere lo stesso colore). In conclusione, la formula ϕG è la seguente.

∧

0!i,j<n

Ai,j ∧
∧

0!i<n

Bi ∧
∧

0!i,j<n

Ci,j

Chiaramente, ϕG è soddisfacibile se e solo se i vertici di G possono essere colorati con tre
colori. Il teorema di Cook-Levin afferma sostanzialmente che quanto abbiamo appena
fatto per il problema della colorazione può in realtà essere fatto per qualunque linguaggio
in NP.

Teorema 7.2

SAT è NP-completo.

Dimostrazione. Sia L un linguaggio in NP e siano p e V come nella definizione di
NP, ovvero tali che, per ogni stringa x,

x ∈ L⇔ ∃y[|y| = p(|x|) ∧ V(x, y) termina in qsi]

(osserviamo che non è restrittivo assumere che il certificato abbia esattamente lunghezza
pari a p(|x|)). Sia poi q il polinomio che limita il tempo di calcolo di V ovvero, con
input x e y, V(x, y) esegue al più q(|x|) passi. Per semplicità, assumiamo che l’alfabeto di
lavoro di V sia {σ0 = @, σ1 = 0, σ2 = 1}, che gli stati di V siano q0, q1, . . . , qk e che q0
sia lo stato iniziale, che q1 = qsi e che q2 = qno. Assumiamo inoltre che il nastro di V

sia semi-infinito e che la testina possa solo spostarsi a destra oppure a sinistra. Come già
detto in precedenza, l’idea della dimostrazione è quella di simulare, per ogni x, attraverso
le assegnazioni di verità a una formula booleana (non necessariamente in forma normale
congiuntiva) la computazione V(x, y) con y da determinare. A tale scopo, faremo uso
delle seguenti variabili.

• Pi
s,t: tale variabile ha il valore true se e solo se la cella s contiene il simbolo σi al

tempo t (0 ! i ! 2, 0 ! s ! q(|x|), 0 ! t ! q(|x|)).

• Qi
t: tale variabile ha il valore true se e solo se V è nello stato qi al tempo t

(0 ! i ! k, 0 ! t ! q(|x|))

• Ss,t: tale variabile ha il valore true se e solo se la testina è posizionata sulla cella
s al tempo t (0 ! s ! q(|x|), 0 ! t ! q(|x|))
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La formula booleana globale è costituita dalla congiunzione delle seguenti formule boo-
leane, il cui scopo è quello di verificare specifiche caratteristiche della computazione di
V con input x e y (da determinare).

Posizione della testina Se soddisfatta, la formula A afferma che, in ogni istante t, la
testina è posizionata esattamente su una cella. In particolare,

A = A0 ∧ A1 ∧ . . . ∧ Aq(|x|)

dove

At = (S0,t ∨ S1,t ∨ . . . ∨ Sq(|x|),t)

∧




∧

(i,j)

: 0 ! i < q(|x|), i < j ! q(|x|)



 [Si,t → ¬Sj,t]

Contenuto di una cella Se soddisfatta, la formula B afferma che, in ogni istante t, ogni
cella contiene esattamente un simbolo. In particolare,

B = B0,0 ∧ . . .∧Bq(|x|),0 ∧B0,1 ∧ . . .∧Bq(|x|),1 ∧ . . .∧B0,q(|x|) ∧ . . .∧Bq(|x|),q(|x|)

dove

Bs,t = (P0
s,t ∨ P1

s,t ∨ P2
s,t)

∧




∧

(i,j)

: 0 ! i < 2, i < j ! 2



 [Pi
s,t → ¬Pj

s,t]

Stato Se soddisfatta, la formula C afferma che, in ogni istante t, V si trova in un solo
stato. In particolare,

C = C1 ∧ C2 ∧ . . . ∧ Cq(|x|)

dove

Ct = (Q0
t ∨ . . . ∨ Qk

t )

∧




∧

(i,j)

: 0 ! i < k, i < j ! k



 [Qi
t → ¬Qj

t]

Input Se soddisfatta, la formula Dx afferma che, all’istante 0, le prime n = |x| celle
contengono la stringa x = σi1σi2 · · ·σin e che la cella successiva contiene @. In
particolare,

Dx = Pi1
0,0 ∧ . . . ∧ Pin

n−1,0 ∧ P0
n,0
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Certificato Se soddisfatta, la formula Dy afferma che, all’istante 0, le successive m =

p(|x|) celle contengono una stringa binaria. In particolare,

Dy = Dy
n+1 ∧ Dy

n+2 ∧ . . . ∧ Dy
n+p(|x|)

dove
Dy

s = (P1
s,0 ∨ P2

s,0) ∧ (¬P1
s,0 ∨ ¬P2

s,0)

Blank Se soddisfatta, la formula D@ afferma che, all’istante 0, le successive celle conten-
gono @. In particolare,

D@ = P0
n+m+1,0 ∧ P0

n+m+2,0 ∧ · · · ∧ P0
q(|x|),0

Stato iniziale Se soddisfatta, la formula E afferma che, all’istante 0, lo stato è quello
iniziale e che la testina è posizionata sulla prima cella. In particolare,

E = Q0
0 ∧ S0,0

Stato finale Se soddisfatta, la formula F afferma che, a un certo istante, V termina nello
stato di accettazione. In particolare,

F = Q1
0 ∨ Q1

1 ∨ . . . ∨ Q1
q(|x|)

Transizioni Se soddisfatta, G afferma che, a ogni istante, V esegue una transizione le-
gittima. Chiaramente G dipende dal grafo delle transizioni di V. Supponiamo, ad
esempio, che, leggendo σj, V va dallo stato qi allo stato qi1 , scrive σj1 e esegue
il movimento a destra. Allora, per ogni istante t e per ogni cella s, G include la
formula

(Qi
t ∧ Pj

s,t ∧ Ss,t)→ (Qi1
t+1 ∧ Pj1

s,t+1 ∧ Ss+1,t+1)

e, poiché dobbiamo anche assicurarci che le altre celle non cambino contenuto, la
formula

Pj
s,t ∧ ¬Ss,t → Pj

s,t+1

Dalla costruzione segue immediatamente che se esiste una stringa y, con |y| = p(|x|),
tale che V(x, y) termina in qsi, allora a partire da y e dalla computazione V(x, y) possia-
mo derivare un’assegnazione che soddisfa la formula. Viceversa, da un’assegnazione che
soddisfa la formula possiamo ricavare dal valore delle variabili che appaiono in Dy un cer-
tificato y tale che V(x, y) termina in qsi. La costruzione della formula può chiaramente
essere fatta in tempo polinomiale, per cui L è polinomialmente riducibile a SAT: poiché
L era un generico linguaggio in NP, il teorema di Cook-Levin risulta essere dimostrato. "

Una volta dimostrata l’esistenza di un primo linguaggio NP-completo, possiamo ora
mostrare la NP-completezza di altri linguaggi partendo da SAT. Questo è quanto faremo
nel resto di questo capitolo, riesaminando i quattro problemi descritti precedentemente.


