
 Linguaggi formali 



Let’s start from the beginning

• A program  is written in a programming  language 
• Every programming language (as every language in general) needs 

to obey its own rules 
• We  need to formally  define languages…
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• An alphabet is a finite set of symbols  
• Examples 
Σ1 = {a, b, c, d, …, z}: the set of letters in Italian 

Σ2 = {0, 1}: the set of binary digits 

Σ3 = {(, )}: the set of open and closed brackets 

A string over alphabet Σ is a finite sequence of symbols in Σ. 
• Examples 
abfbz is a string over Σ1 = {a, b, c, d, …, z} 

11011 is a string over Σ2 = {0, 1} 

))()(() is a string over Σ3 = {(, )}

Strings

The empty string is a string having 
no symbol, denoted by ε.



Strings

• The length of a string x is the number of symbols  
contained in the string x, denoted by |x|.  

• Examples 
|abfbz|=5   

|110010|=6 

|))()(()|=7 

|ε|=0



• The concatenation of two strings x and y is a string xy,  
     i.e., x is followed by y.   
     it is an associative operation that admits the neutral element ε 

• s is a substring of x if there exist strings y and z  
    such that x = ysz.  

• In particular,  
    when x = sz (substring with y=ε), s is called a  prefix of x; 
    when x = ys (substring with z=ε), s is called a  suffix of x; 
  ε is a prefix and a suffix of ε and of all strings 

Example:  
the prefixes of abc are : ε, a, ab, abc

Strings



• We indicate the set of all strings over Σ of a given length  
Σ   denotes the strings of length n whose symbols are in Σ 

If Σ={0,1} 

Σ    =      {ε} 
Σ    =   Σ =   {0,1}   
Σ       =      {00,01,11,10}     

Σ        =     {000,001,010,011, 100,101,110,111} 

 Σ        =    {0,1,00,01,11,10,000,001,010,011, 100,101,110,111….} 

⌃+ = ⌃1 [ ⌃2 [ ⌃3 [ ⌃4 [ ... =
[

i>0

⌃i
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A language is a set of strings over an alphabet: 
L   Σ* is a language over Σ 

Examples 
L1 = The set of all strings over Σ1 that contain the substring “fool” 

L2 = The set of all strings over Σ2 that are divisible by 7 
    = {7, 14, 21, …} 

L3 = The set of all strings over Σ3 where every ( is  followed by 2       
occurrences of ) 
 = {), )), )()), …} 

✓
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Other examples of Languages

L4 = The set of binary numbers whose value is prime  

          { 10,11,101,111,1011,1101,…} 

L5 = The set of legal English words over the English alphabet 

L6 =  The set of legal C programs over the strings of characters 



• The following are operations on sets and hence also on languages. 
    Union: A U B 
    Intersection: A ∩ B 
    Difference:  A \ B (A - B when B    A) 
    Complement: A = Σ* - A where Σ* is the set of all strings on 

alphabet Σ.

Languages

Concatenation: AB = {ab | a   A, b  B} 
     
   

2
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Kleene Clousure

Kleene closure:  

                    

• Notation:  

A⇤ =
1[

i=0

Ai
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Examples: 
•The set of strings  with n 1’s followed by n 0’s 
   {ε, 01, 0011, 000111, . . .}  

•The set of strings  with an equal number of  0’s and  1’s 
   {ε, 01, 10, 0011, 0101, 1001, . . .}  

• The empty language ∅  

• The language {ε} consisting  of the empty string only 

Remember  ∅       {ε}   
                 

More example of Languages

6=
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• Does the  string  w belong to the language  L?  

   Example: 11101 ∈ L4?  

We want to define a procedure  to decide it! 

Problems

We can try to  generate all words…. 

We can try to recognise when a word belongs to a Language



Generating a language: Grammars

Starting from a particular initial symbol, using the rewriting rules  
of the productions,  
we generate the set of strings belonging to the language



Grammars I

We define a  Grammar G=(Σ, N, S, P)  where : 

•Σ  is the alphabet, a set of symbols (called terminals) 

•N is the set  of nonterminals 

• S   N is the starting symbol 

•P is the set  of productions, each of the form  

U � V  
where U  (Σ ∪ N)  and V   (Σ ∪ N)* . 2

<latexit sha1_base64="MjhM0/vdD3Mxe6if3/48NS2D8ws=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHnpC9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBQjo3X</latexit>

2

<latexit sha1_base64="MjhM0/vdD3Mxe6if3/48NS2D8ws=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHnpC9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBQjo3X</latexit>

2

<latexit sha1_base64="MjhM0/vdD3Mxe6if3/48NS2D8ws=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHnpC9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBQjo3X</latexit>

+ 



A string w    Σ  is generated by G if there is  
a derivation of w using P, starting from the starting symbol S. 

     G= ({a}, {S}, S, P)                   S  � ε 
                            S  � a 
                            S � aS 

A language generated by grammar G is denoted L(G) and it is the set of 
strings derived using G.

Grammars II

G= (Σ, N, S, P)

2
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Grammar Example 

We want to describe L1 the  language of strings with an even number of 
1’s  

L1 can be generated by a grammar ({0,1},{S,T},S,P) with P equal to 

S  � ε 
S � 0S 
S � 1T 
T � 0T 
T � 1S 

A string belongs to L1 iff it can be generated by the grammar 
 



Grammar Example 

Does the string  01010 belong to L1? 
We need to find a derivation                    

S -> 0S -> 01T-> 010T-> 0101S -> 01010S -> 01010

S  � ε | 0S | 1T 
T � 0T | 1S 
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Nel prossimo paragrafo si fornirà una definizione formale del concetto ora esposto,
necessaria per una trattazione precisa dell’argomento.

Nota 3.3. Il fatto che, a differenza delle MdT (Capitolo 11.1), la testina non
possa produrre degli output (eventualmente sul nastro) non è essenziale (si vedano,
ad esempio, le macchine di Moore e di Mealy (Capitolo 8 e [13]). Intuitivamente,
anche se scrivesse qualcosa sul nastro, non lo potrebbe più riutilizzare.
Neppure il permettere la bidirezionalità aumenterebbe di fatto la potenzialità del
dispositivo (two-way automata [13]). Intuitivamente, la testina andrebbe su e giù
ma sempre sugli stessi dati e con un controllo finito.
E’ la somma delle due caratteristiche che permette di passare da questo formalismo
al più potente formalismo di calcolo costituito dalla MdT.

3. Automi deterministici

Un automa a stati finiti deterministico (DFA) è una quintupla 〈Q,Σ, δ, q0, F〉
dove:

• Q è un insieme finito di stati ;
• Σ è un alfabeto (alfabeto di input);
• δ : Q × Σ −→ Q è la funzione di transizione;
• q0 è lo stato iniziale;
• F ⊆ Q è l’insieme degli stati finali.

Recognising a language: Automata

• A finite state automaton is finite state machine with an input of 
discrete values. 

• The state machine consumes the input and possibly moves to a 
different state. 

• The system may be in a state among a finite set of possible states. 
Being in a state allows him to keep track of previous history.

input: baab



• Does the  string  w belong to the language  L?  

  We want to define  a procedure  to decide it! 

• Which is the computational complexity necessary to answer 
to the previous question ? 

It depends on the complexity of the language!!

Back to our Problems



 A language is of type i iff  
there is a grammar of type i which describes it

Grammars and Languages 

Restrictions on productions give different types of grammars :

•Regular (type 3)  
•Context-free (type 2)  
• Context-sensitive (type 1)  
•  Phrase-structure (type 0) 

U � V  
                                      where U  (Σ ∪ N)+    and V  (Σ ∪ N)* . 

For context-free, e.g.,  U  N 
No restrictions for phrase-structure  

2
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Regular  

Grammar 
Type 3

Context  
Free 
Grammar 
Type 2

Context 
Sensitive 
Grammar 
Type 1

Unrestricted 

Grammar 
Type 0

Is W   L(G)?         P       P    PSPACE         U

Is L(G) empty?         P       P       U        U

Is L(G1)   L(G2)?    PSPACE       U       U        U

Complexity of Languages Problems

2

<latexit sha1_base64="MjhM0/vdD3Mxe6if3/48NS2D8ws=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHnpC9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBQjo3X</latexit>

⌘

<latexit sha1_base64="0rgPR6LB8jxn5jVpfGzJxPi1Z4g=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXiMYB6QLGF20puMmd1ZZ2YDIeQfvHhQxKv/482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjhpapYlhnUkjVCqhGwWOsG24EthKFNAoENoPh7cxvjlBpLuMHM07Qj2g/5iFn1Fip0cGnlI+6xZJbducgq8TLSAky1LrFr05PsjTC2DBBtW57bmL8CVWGM4HTQifVmFA2pH1sWxrTCLU/mV87JWdW6ZFQKluxIXP198SERlqPo8B2RtQM9LI3E//z2qkJr/wJj5PUYMwWi8JUECPJ7HXS4wqZEWNLKFPc3krYgCrKjA2oYEPwll9eJY2LslcpX99XStWbLI48nMApnIMHl1CFO6hBHRg8wjO8wpsjnRfn3flYtOacbOYY/sD5/AHGG49I</latexit>

P: decidable in polynomial time  
PSPACE: decidable in polynomial space (at least as hard as NP-complete) 
U: undecidable



Regular languages

All the following ways to represent regular languages are equivalent: 

• Regular grammars   (RG, type 3) 

• Deterministic finite automata (DFA) 

• Non-deterministic finite automata (NFA) 

• Non-deterministic finite automata  with  ℇ transitions (ℇ-NFA) 

• Regular expressions (RE) 



Regular Grammars

A Right (or, analogously, Left)  Regular Grammar is a generative 
grammar, where 
• every production  has the form A-> aB| a 
• only for the  starting symbol S, we can have  S� ε   
every non terminal symbol B is always preceded by a terminal one.  
Example   
G=({a,b}, {S,B},S,P) where productions P are: 

S-> aS|aB 
B->bB|b   
 aaabb     L(G) 

S           

2

<latexit sha1_base64="MjhM0/vdD3Mxe6if3/48NS2D8ws=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHnpC9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBQjo3X</latexit>

anbm

<latexit sha1_base64="tI3wp+ahvgX4bfIQYNSL0aqIF3I=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXiMYB6QbMLsZDYZM49lZlYIIf/gxYMiXv0fb/6Nk2QPmljQUFR1090VJZwZ6/vfXm5tfWNzK79d2Nnd2z8oHh41jEo1oXWiuNKtCBvKmaR1yyynrURTLCJOm9HoduY3n6g2TMkHO05oKPBAspgRbJ3UwF0ZdUWvWPLL/hxolQQZKUGGWq/41ekrkgoqLeHYmHbgJzacYG0Z4XRa6KSGJpiM8IC2HZVYUBNO5tdO0ZlT+ihW2pW0aK7+nphgYcxYRK5TYDs0y95M/M9rpza+CidMJqmlkiwWxSlHVqHZ66jPNCWWjx3BRDN3KyJDrDGxLqCCCyFYfnmVNC7KQaV8fV8pVW+yOPJwAqdwDgFcQhXuoAZ1IPAIz/AKb57yXrx372PRmvOymWP4A+/zB4Mujxw=</latexit>

 L(G)={          | n,m>0}



Deterministic  Finite Automata

The states of a switch: 

An automaton recognising the keyword then: 



A deterministic finite automaton (DFA) (Q, Σ, δ ,qo,F) 

  Q a finite set of states 

  Σ  a finite set Σ of symbols 

  δ : Q x Σ-> Q   a transition function that takes as argument a state and a symbol        
and returns one state  

  q            the starting  state 

  F           the  set of final or accepting states 

Deterministic  Finite Automata 

o

✓ Q

<latexit sha1_base64="QDGc3B9MT80Wnluajlbp+/J2cII=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx5bsB/QhrLZTtqlm03cnQgl9Gd48aCIV3+NN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUc2jyWMa6EzADUihookAJnUQDiwIJ7WB8N/PbT6CNiNUDThLwIzZUIhScoZW6PZMGBhAeaaNfrrhVdw66SrycVEiOer/81RvEPI1AIZfMmK7nJuhnTKPgEqalXmogYXzMhtC1VLEIjJ/NT57SM6sMaBhrWwrpXP09kbHImEkU2M6I4cgsezPxP6+bYnjtZ0IlKYLii0VhKinGdPY/HQgNHOXEEsa1sLdSPmKacbQplWwI3vLLq6R1UfUuqzeNy0rtNo+jSE7IKTknHrkiNXJP6qRJOInJM3klbw46L86787FoLTj5zDH5A+fzByL8kS0=</latexit>



Deterministic  Finite Automata

How to represent a DFA? With a transition table

-> indicates the starting state  
* indicates the final states

This defines the following transition diagram



Deterministic  Finite Automata

When does an automaton accept a word? 
It reads a word and accept it if it stops in an accepting state

here Q=     
Only the word then is accepted

{q0, q1, q2, q3, q4, q5}

<latexit sha1_base64="emZlMfX4SAGmIdos0S/lisj7M7o=">AAACBHicbVC7SgNBFL0bXzG+Vi3TDAbBQsJujKhd0MYygnlAdllmJ5NkyOwjM7NCWFLY+Cs2ForY+hF2/o2TZAtNPHDgcM69zNzjx5xJZVnfRm5ldW19I79Z2Nre2d0z9w+aMkoEoQ0S8Ui0fSwpZyFtKKY4bceC4sDntOUPb6Z564EKyaLwXo1j6ga4H7IeI1hpyzOLTjryrNORZ2tWNM80q5rnzsQzS1bZmgEtCzsTJchQ98wvpxuRJKChIhxL2bGtWLkpFooRTicFJ5E0xmSI+7SjZYgDKt10dsQEHWuni3qR0AwVmrm/N1IcSDkOfD0ZYDWQi9nU/C/rJKp36aYsjBNFQzJ/qJdwpCI0bQR1maBE8bEWmAim/4rIAAtMlO6toEuwF09eFs1K2a6Wr+6qpdp1VkceinAEJ2DDBdTgFurQAAKP8Ayv8GY8GS/Gu/ExH80Z2c4h/IHx+QPr1pZg</latexit>

F={q4}

<latexit sha1_base64="iX9kxZyx747PHej6cIW3CeIIN+M=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhLLZTtulm03c3Qgl9Ed48aCIV3+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epYthksYhVJ6QaBZfYNNwI7CQKaRQKbIfj25nffkKleSwfzCTBIKJDyQecUWOltp899mr+tFeuuFV3DrJKvJxUIEejV/7y+zFLI5SGCap113MTE2RUGc4ETkt+qjGhbEyH2LVU0gh1kM3PnZIzq/TJIFa2pCFz9fdERiOtJ1FoOyNqRnrZm4n/ed3UDK6CjMskNSjZYtEgFcTEZPY76XOFzIiJJZQpbm8lbEQVZcYmVLIheMsvr5LWRdWrVa/va5X6TR5HEU7gFM7Bg0uowx00oAkMxvAMr/DmJM6L8+58LFoLTj5zDH/gfP4AMv6PgA==</latexit>



How DFA processes Strings

We build an automaton that accepts string containing the substring 
01 

Σ={0,1} 
L={x01y|  x,y   Σ } 

We get

2
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*



34 3. AUTOMI A STATI FINITI

Notazione 3.4. Useremo p, q, r con o senza pedici per denotare stati, P, Q, R, S
per insiemi di stati, a, b con o senza pedici per denotare simboli di Σ, x, y, z, u, v, w
sempre con o senza pedici per denotare stringhe.

Dalla funzione δ si ottiene in modo univoco la funzione δ̂ : Q×Σ∗ −→ Q nel modo
seguente: 




δ̂(q, ε) = q

δ̂(q, wa) = δ(δ̂(q, w), a)

Una stringa x è detta essere accettata da un DFA M = 〈Q,Σ, δ, q0, F〉 se δ̂(q0, x) ∈
F. Il linguaggio accettato da M, denotato come L(M) è l’insieme delle stringhe
accettate, ovvero:

L(M) = {x ∈ Σ∗ : δ̂(q0, x) ∈ F} .

Un linguaggio L è detto regolare se è accettato da qualche DFA, ovvero se esiste
M tale che L = L(M).

Esempio 3.5. ∅ e Σ∗ sono linguaggi regolari. Sia Σ = {s1, . . . , sn}: un automa
M0 che riconosce il linguaggio ∅ (ovvero: nessuna stringa è accettata) è il seguente:

s1 . . . sn

q0 q0 . . . q0

ove F = ∅. Infatti, poiché ∀x x /∈ ∅, si ha che:

(∀x ∈ Σ∗)(δ̂(q0, x) /∈ F) .

Un automa per Σ∗, è invece l’automa M1:

s1 . . . sn

q0 q0 . . . q0

ove F = {q0}. Si dimostra facilmente infatti, per induzione su |x| che

(∀x ∈ Σ∗)(δ̂(q0, x) = q0) .

Esercizio 3.6. Si determini il linguaggio accettato dai seguenti automi rap-
resentati mediante la matrice di transizione (in tutti F = {q1}).

(1)

0 1

q0 q1 q2

q1 q1 q1

q2 q1 q0
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Extending the transition function to Strings

We define the transitive closure of  
  

A string x is accepted by M=(Q, Σ, δ ,qo,F) iff 

�

<latexit sha1_base64="EOpGPGFvBk/sEb1ZGyTfOv2G5Js=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9oQ9lsNu3SzSbsToRS+iO8eFDEq7/Hm//GTZuDtj4YeLw3w8y8IJXCoOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjUNkmmGW+xRCa6G1DDpVC8hQIl76aa0ziQvBOM73K/88S1EYl6xEnK/ZgOlYgEo2ilTj/kEmllUK25dXcOskq8gtSgQHNQ/eqHCctirpBJakzPc1P0p1SjYJLPKv3M8JSyMR3ynqWKxtz40/m5M3JmlZBEibalkMzV3xNTGhsziQPbGVMcmWUvF//zehlG1/5UqDRDrthiUZRJggnJfyeh0JyhnFhCmRb2VsJGVFOGNqE8BG/55VXSvqh7l/Wbh8ta47aIowwncArn4MEVNOAemtACBmN4hld4c1LnxXl3PhatJaeYOYY/cD5/AMvojzw=</latexit>

b�(q0, x) 2 F

<latexit sha1_base64="QbomnL7CkmQHrkjsbVNwXd73rLE=">AAACBnicbVBNS8NAEN34WetX1KMIi0VQkJJIQb0VBfGoYLXQhLDZTO3iZhN3J2oJPXnxr3jxoIhXf4M3/41p7UGtDwYe780wMy9MpTDoOJ/W2PjE5NR0aaY8Oze/sGgvLZ+bJNMcGjyRiW6GzIAUChooUEIz1cDiUMJFeHXY9y9uQBuRqDPspuDH7FKJtuAMCymw17xbEUGHYe5FIJH1Nq8DZ/tuyxOKHpUDu+JUnQHoKHGHpEKGOAnsDy9KeBaDQi6ZMS3XSdHPmUbBJfTKXmYgZfyKXUKroIrFYPx88EaPbhRKRNuJLkohHag/J3IWG9ONw6IzZtgxf72++J/XyrC95+dCpRmC4t+L2pmkmNB+JjQSGjjKbkEY16K4lfIO04xjkVw/BPfvy6PkfKfq1qr7p7VK/WAYR4msknWySVyyS+rkmJyQBuHknjySZ/JiPVhP1qv19t06Zg1nVsgvWO9f1aSYEQ==</latexit>

L(M) = {x 2 ⌃⇤|b�(q0, x) 2 F}

<latexit sha1_base64="6OK9uR495mXEKPo6/Sy7mxutnow="></latexit>



A nondeterministic finite automaton (NFA) allows more than one 
transition on the same input symbol. 

Formally,  a NFA is defined as (Q, Σ, δ ,qo, F) where the only 
difference is the transition function  

   δ : Q x Σ->           a transition function that takes as argument  
a state and a symbol   and   
returns a  set of states 

Nondeterministic Finite Automata

}(Q)

<latexit sha1_base64="kfRsPzcLPB4uz09H/z3jdOBtwcg=">AAAB/3icbVDNS8MwHE3n16xfVcGLl+AQ5mW0MlBvQy8eN3AfsJWRpukWlqYlSZVRd/Bf8eJBEa/+G978b0y7HnTzQeDx3u8rz4sZlcq2v43Syura+kZ509za3tnds/YPOjJKBCZtHLFI9DwkCaOctBVVjPRiQVDoMdL1JjeZ370nQtKI36lpTNwQjTgNKEZKS0PraJDPSAXxZ+bgIU6rrbOZaQ6til2zc8Bl4hSkAgo0h9bXwI9wEhKuMENS9h07Vm6KhKKYET06kSRGeIJGpK8pRyGRbprvnsFTrfgwiIR+XMFc/d2RolDKaejpyhCpsVz0MvE/r5+o4NJNKY8TRTieLwoSBlUEszCgTwXBik01QVhQfSvEYyQQVjqyLARn8cvLpHNec+q1q1a90rgu4iiDY3ACqsABF6ABbkETtAEGj+AZvII348l4Md6Nj3lpySh6DsEfGJ8/rTaVPA==</latexit>
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a b

q0 q1 q2

q1 q1 q0

q2 q1 q0

Un’automa siffatto si rappresenta bene anche con un grafo della forma seguente:
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Nel prossimo paragrafo si fornirà una definizione formale del concetto ora esposto,
necessaria per una trattazione precisa dell’argomento.

Nota 3.3. Il fatto che, a differenza delle MdT (Capitolo 11.1), la testina non
possa produrre degli output (eventualmente sul nastro) non è essenziale (si vedano,
ad esempio, le macchine di Moore e di Mealy (Capitolo 8 e [13]). Intuitivamente,
anche se scrivesse qualcosa sul nastro, non lo potrebbe più riutilizzare.
Neppure il permettere la bidirezionalità aumenterebbe di fatto la potenzialità del
dispositivo (two-way automata [13]). Intuitivamente, la testina andrebbe su e giù
ma sempre sugli stessi dati e con un controllo finito.
E’ la somma delle due caratteristiche che permette di passare da questo formalismo
al più potente formalismo di calcolo costituito dalla MdT.

3. Automi deterministici

Un automa a stati finiti deterministico (DFA) è una quintupla 〈Q,Σ, δ, q0, F〉
dove:

• Q è un insieme finito di stati ;
• Σ è un alfabeto (alfabeto di input);
• δ : Q × Σ −→ Q è la funzione di transizione;
• q0 è lo stato iniziale;
• F ⊆ Q è l’insieme degli stati finali.



A string x is accepted by M=(Q, Σ, δ ,qo,F)    iff 

L(M) = {x 2 ⌃⇤|b�(q0, x) \ F 6= ;}

<latexit sha1_base64="cLw7styAfC2kDe0pJSv1KIjUIkU="></latexit>

b�(q0, x) \ F 6= ;

<latexit sha1_base64="qR1fjSnz+WWZlAuV/hmr07NM0Cg=">AAACGHicbVBNS8NAEN34bf2qevSyWAQFqYkI6kEoCuKxglWhKWWymdqlm03cnagl9Gd48a948aCIV2/+G9Pag18PBh7vzTAzL0iUtOS6H87I6Nj4xOTUdGFmdm5+obi4dG7j1AisiVjF5jIAi0pqrJEkhZeJQYgChRdB56jvX9ygsTLWZ9RNsBHBlZYtKYByqVnc8m9liG2gzA9REfTWr5vu5t2GLyDhx76OiR/4GCXUtUh+odAsltyyOwD/S7whKbEhqs3iux/GIo1Qk1Bgbd1zE2pkYEgKhb2Cn1pMQHTgCus51RChbWSDx3p8LVdC3opNXpr4QP0+kUFkbTcK8s4IqG1/e33xP6+eUmuvkUmdpIRafC1qpYpTzPsp8VAaFKS6OQFhZH4rF20wICjPsh+C9/vlv+R8u+ztlPdPd0qVw2EcU2yFrbJ15rFdVmEnrMpqTLB79sie2Yvz4Dw5r87bV+uIM5xZZj/gvH8Cfd6faQ==</latexit>

We define the transitive closure of δ

Extending the transition function to Strings

• NFAs do not expand the class of language that can be 
accepted.
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{p0, p1, p2, p5, p8}

{p3, p4}
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{p6} {p7} {p0} {p1}
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{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

0 1

0

0

1

1

Figura 1. Processo di minimizzazione dell’Esercizio 1.4
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che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}
q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Soluzione. Ecco il grafico dell’NFA.
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

NFA

DFA
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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che formalizzato è M = h{q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6}, {0, 1}, �, q0, {q2, q4, q5, q6}i. No-

tiamo che gli stati associati a q1, q2, q4, q5 possono essere eliminati, dal momento

che non verranno mai raggiunti a partire dallo stato iniziale. In questo modo

otteniamo il DFA cercato.

GFED@ABCq0

0


1
//
GFED@ABCq3

0


1
//
GFED@ABC?>=<89:;q6

0,1
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che formalizzato diventa M = h{q0, q3, q6}, {0, 1}, �, q0, {q6}i. A questo punto si

può dimostrare che il linguaggio accettato è il linguaggio descritto dall’insieme

di stringhe L =
�

x
�� x contiene almeno due 1

 
. Come negli esercizi precedenti

dobbiamo dimostrare due implicazioni: quando x 2 L allora x 2 L(M) e quando

x /2 L allora x /2 L(M). Possiamo notare che rispetto alla quantità di 1, una generica

stringa può essere di tre tipi:

• x non contiene 1 (ovvero x /2 L): In tal caso abbiamo x = 0 . . . 0, per

come è definito l’automa, questo significa che b�(q0, x) = q0 /2 F (ovvero

x /2 L(M));
• x contiene un solo 1 (ovvero x /2 L): In tal caso abbiamo x = u1v con

u, v 2 0
⇤
, allora per come è definito l’automa abbiamo che b�(q0, u1v) =

b�(q0, 1v) = b�(q3, v) = q3 /2 F (ovvero x /2 L(M));
• x contiene almeno due 1 (ovvero x /2 L): In tal caso abbiamo x = u1v1w

dove u, v 2 0
⇤

e w 2 (1+0)⇤, allora per la definizione dell’automa abbiamo

che b�(q0, u1v1w) = b�(q0, 1v1w) = b�(q3, v1w) = b�(q3, 1w) = b�(q6, w) =
q6 2 F (ovvero x 2 L(M)).

2

Esercizio 1.6. Si determini, usando le tecniche di trasformazione standard, il
DFA minimo equivalente all’automa

1. LINGUAGGI REGOLARI 15

GFED@ABC?>=<89:;q2

0


1
⌦⌦
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1
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1
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0
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Il teorema segue dal fatto che:

x ∈ L(M) sse δ̂(q0, x) ∩ F #= ∅ def. di linguaggio NFA

sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∩ F #= ∅ proprietà sopra

sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∈ F ′ def. di F ′

sse x ∈ L(M ′) def. di linguaggio DFA

!

Esercizio 3.10. Si determini il DFA equivalente al NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}

q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Esercizio 3.11. Si descriva un NFA a 4 stati che riconosce il linguaggio delle
stringhe di 0 e 1 con terzultimo elemento a 0. Si passi poi al DFA equivalente e lo
si confronti con quello ottenuto nell’esercizio 3.7(3).

6. Automi con ε-transizioni

In questo paragrafo sarà presentato un terzo tipo di automa che estende il
modello non-deterministico ma che, come sarà mostrato nel Teorema 3.12, ne è
equivalente dal punto di vista dei linguaggi accettati.

Un NFA con ε-transizioni è una quintupla 〈Q,Σ, δ, q0, F〉 dove: Q, Σ, q0 e F ⊆
Q sono come per gli automi non deterministici, mentre la funzione di transizione
δ è ora definita

δ : Q × (Σ ∪ {ε}) −→ ℘(Q) .

L’idea è che da uno stato è permesso passare ad un altro stato anche senza “leggere”
caratteri di input.
La costruzione della funzione δ̂ : Q × Σ∗ −→ ℘(Q) nel caso dei ε-NFA risulta
leggermente più complessa che nei casi precedenti. Per far ciò si introduce la
funzione ε-closure che, applicata ad uno stato, restituisce l’insieme degli stati
raggiungibili da esso (compreso sè stesso) mediante ε-transizioni. La costruzione
di tale funzione è equivalente a quella che permette di conoscere i nodi raggiungibili
da un nodo in un grafo e può facilmente essere calcolata a partire dalla funzione
δ (un arco p → q si ha quando q ∈ δ(p, ε)). Il concetto di ε-closure si estende in
modo intuitivo ad insiemi di stati:

ε-closure(P) =
⋃

p∈P

ε-closure(p)

L= {x 2 {0, 1}⇤ | x contains 2 occurrences of 1}

<latexit sha1_base64="8fle8xKhrCREV3m4MPBB4hqf2BY="></latexit>

Example

*

*

x contains at least 2 occurrences of 1 }



There are different ways to characterise a regular language 

• Regular grammars 
• Deterministic Finite Automata 
• Non Deterministic Finite Automata 
• Epsilon Non deterministic Finite Automata 
• Regular expression 

Different characterisation of Regular Languages



NFADFA RG

ℇ-NFARE

Roadmap: equivalence between NFA and RE



Theorem 1. 
 For each right  grammar RG (or left  grammar LG), there is a non 
deterministic finite automaton NFA  such that L(RG)=L(NFA).  

Construction Algorithm  

For a given right  grammar RG=(Σ, N, S, P)  there is a corresponding 
NFA=(N U{F}, Σ, δ,S,  F’)   where F is a newly added  state and  
if F'= {F}U{S} if S-> ε  belongs to P,  F’= {F}, otherwise. 

The transition function δ is defined by the following rules.  
1) For any A->a belonging to P, with a in Σ,  set δ(A,a) = F   
2) For any A-> aB belonging to P, with a in Σ and  B in N, set δ(A,a)=B 

From Regular Grammars to   NFA



G=({a,b}, {S,B},S,P) where productions P are: 
S-> aS|aB 
B->bB|b           L(G)={   a  b    | n,m>0}n m  

Example



Theorem 2 
For each nondet finite automaton  NFA, there is one right  grammar RG (or 
left  grammar LG) where  L(RG)=L(NFA).  
For a given finite automata NFA= (Q, Σ, δ , qo,F), a corresponding right 
grammar  RG=(Σ,Q, qo’, P) can be constructed  using  the following steps 
1)  for any  δ(A,a)=B  add A�aB to P, 
2) if B belongs to F add also  A�a  to P; 

If qo belongs to F then  add q-> qo | ε  to P and qo’=q else qo’=qo. 

From  NFA to Regular Grammars



Example
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{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6, p7}

{p6, p7}
{p0, p1, p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p6} {p7}
{p0, p1} {p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

0 1

0

0

1

1

Figura 1. Processo di minimizzazione dell’Esercizio 1.4

p0
1
//

0

✏✏

p1

1

✏✏

0

~~

p3

0

✏✏

1

>>

?

0,1
⌦⌦

p6

0

JJ

1
//

p7

1

OO

0
oo

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}
q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Soluzione. Ecco il grafico dell’NFA.
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

NFA

6. AUTOMI CON ε-TRANSIZIONI 37

Il teorema segue dal fatto che:

x ∈ L(M) sse δ̂(q0, x) ∩ F #= ∅ def. di linguaggio NFA

sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∩ F #= ∅ proprietà sopra

sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∈ F ′ def. di F ′

sse x ∈ L(M ′) def. di linguaggio DFA

!

Esercizio 3.10. Si determini il DFA equivalente al NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}

q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Esercizio 3.11. Si descriva un NFA a 4 stati che riconosce il linguaggio delle
stringhe di 0 e 1 con terzultimo elemento a 0. Si passi poi al DFA equivalente e lo
si confronti con quello ottenuto nell’esercizio 3.7(3).

6. Automi con ε-transizioni

In questo paragrafo sarà presentato un terzo tipo di automa che estende il
modello non-deterministico ma che, come sarà mostrato nel Teorema 3.12, ne è
equivalente dal punto di vista dei linguaggi accettati.

Un NFA con ε-transizioni è una quintupla 〈Q,Σ, δ, q0, F〉 dove: Q, Σ, q0 e F ⊆
Q sono come per gli automi non deterministici, mentre la funzione di transizione
δ è ora definita

δ : Q × (Σ ∪ {ε}) −→ ℘(Q) .

L’idea è che da uno stato è permesso passare ad un altro stato anche senza “leggere”
caratteri di input.
La costruzione della funzione δ̂ : Q × Σ∗ −→ ℘(Q) nel caso dei ε-NFA risulta
leggermente più complessa che nei casi precedenti. Per far ciò si introduce la
funzione ε-closure che, applicata ad uno stato, restituisce l’insieme degli stati
raggiungibili da esso (compreso sè stesso) mediante ε-transizioni. La costruzione
di tale funzione è equivalente a quella che permette di conoscere i nodi raggiungibili
da un nodo in un grafo e può facilmente essere calcolata a partire dalla funzione
δ (un arco p → q si ha quando q ∈ δ(p, ε)). Il concetto di ε-closure si estende in
modo intuitivo ad insiemi di stati:

ε-closure(P) =
⋃

p∈P

ε-closure(p)

L= {x 2 {0, 1}⇤ | x contains 2 occurrences of 1}

<latexit sha1_base64="8fle8xKhrCREV3m4MPBB4hqf2BY="></latexit>

*

x contains at least 2 occurrences of 1 }



Exercises

Write the NFA for the following languages 

• The set of string over the alphabet {a,b,c} containing at least one 
a and at  least one b 

• The set of strings of 0’s and 1’s whose tenth symbol from the 
right is 1 

• The set of strings of 0’s and 1’s with at most one pair of 
consecutive 1’s 

and derive the corresponding grammars


