
 Linguaggi formali  



Let’s start from the beginning

• A program  is written in a programming  language 
• Every programming language (as every language in general) needs 

to obey its own rules 
• We  need to formally  define languages…
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• An alphabet is a finite set of symbols  
• Examples 
Σ1 = {a, b, c, d, …, z}: the set of letters in Italian 

Σ2 = {0, 1}: the set of binary digits 

Σ3 = {(, )}: the set of open and closed brackets 

A string over alphabet Σ is a finite sequence of symbols in Σ. 
• Examples 
abfbz is a string over Σ1 = {a, b, c, d, …, z} 

11011 is a string over Σ2 = {0, 1} 

))()(() is a string over Σ3 = {(, )}

Strings

The empty string is a string having 
no symbol, denoted by ε.



Strings

• The length of a string x is the number of symbols  
contained in the string x, denoted by |x|.  

• Examples 
|abfbz|=5   

|110010|=6 

|))()(()|=7 

|ε|=0



• The concatenation of two strings x and y is a string xy,  
     i.e., x is followed by y.   
     it is an associative operation that admits the neutral element ε 

• s is a substring of x if there exist strings y and z  
    such that x = ysz.  

• In particular,  
    when x = sz (substring with y=ε), s is called a  prefix of x; 
    when x = ys (substring with z=ε), s is called a  suffix of x; 
  ε is a prefix and a suffix of ε and of all strings 

Example:  
the prefixes of abc are : ε, a, ab, abc

Strings



• We need to denote the set of all strings over Σ of a given length  
Σ   denotes the strings of length n whose symbols are in Σ 

If Σ={0,1} 

Σ    =      {ε} 
Σ    =   Σ =   {0,1}   
Σ       =      {00,01,11,10}     

Σ        =     {000,001,010,011, 100,101,110,111} 

 Σ        =    {0,1,00,01,11,10,000,001,010,011, 100,101,110,111….} 

⌃+ = ⌃1 [ ⌃2 [ ⌃3 [ ⌃4 [ ... =
[

i>0

⌃i
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A language is a set of strings over an alphabet: 
L    Σ* is a language over Σ 
Examples 
L1 = The set of all strings over Σ1 that contain the substring “fool” 

L2 = The set of all strings over Σ2 that are divisible by 7 
    = {7, 14, 21, …} 

L3 = The set of all strings over Σ3 where every ( is  followed by 2       
occurrences of ) 
 = {), )), )()), …} 
 

✓
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Other examples of Languages

L4 = The set of binary numbers whose value is prime  

          { 10,11,101,111,1011,1101,…} 

L5 = The set of legal English words over the English alphabet 

L6 =  The set of legal C programs over the strings of characters 



• The following are operations on sets and hence also on languages. 
    Union: A U B 
    Intersection: A ∩ B 
    Difference:  A \ B (A - B when B    A) 
    Complement: A = Σ* - A where Σ* is the set of all strings on 

alphabet Σ.

Languages

Concatenation: AB = {ab | a   A, b   B} 
     
   

2
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Kleene Clousure

Kleene closure:  

                    

• Notation:  

A⇤ =
1[

i=0

Ai
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Examples: 
•The set of strings  with n 1’s followed by n 0’s 
   {ε, 01, 0011, 000111, . . .}  

•The set of strings  with an equal number of  0’s and  1’s 
   {ε, 01, 10, 0011, 0101, 1001, . . .}  

• The empty language ∅  

• The language {ε} consisting  of the empty string only 

Remember  ∅       {ε}   
                 

More example of Languages

6=
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• Does the  string  w belong to the language  L?  

   Example: 11101 ∈ L4?  

We want to define a procedure  to decide it! 

Problems

We can try to  generate all words belonging to L4 

We can try to recognise when a word belongs to L4



Generating a language: Grammars

Starting from a particular initial symbol, using the rewriting rules  
of the productions,  
we generate the set of strings belonging to the language



Grammars I

We define a  Grammar G=(Σ, N, S, P)  where : 

•Σ  is the alphabet, a set of symbols (called terminals) 

•N is the set  of nonterminals 

•  S   N is the starting symbol 

•P is the set  of productions, each of the form  

U → V  
where U  (Σ ∪ N)  and V   (Σ ∪ N)* . 2
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A string w    Σ  is generated by G if there is  
a derivation of w using P, starting from the starting symbol S. 

     G= ({a}, {S}, S, P)                   S  → ε 
                            S  → a 
                            S → aS 

A language generated by grammar G is denoted L(G) and it is the set of 
strings derived using G.

Grammars II

G= (Σ, N, S, P)

2
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Grammar Example 

We want to describe L1 the  language of strings with an even number of 
1’s  

L1 can be generated by a grammar ({0,1},{S,T},S,P) with P equal to 

S  → ε 
S → 0S 
S → 1T 
T → 0T 
T → 1S 

A string belongs to L1 iff it can be generated by the grammar 
 



Grammar Example 

Does the string  01010 belong to L1? 
We need to find a derivation                    

S -> 0S -> 01T-> 010T-> 0101S -> 01010S -> 01010

S  → ε | 0S | 1T 
T → 0T | 1S 
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Un’automa siffatto si rappresenta bene anche con un grafo della forma seguente:
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Nel prossimo paragrafo si fornirà una definizione formale del concetto ora esposto,
necessaria per una trattazione precisa dell’argomento.

Nota 3.3. Il fatto che, a differenza delle MdT (Capitolo 11.1), la testina non
possa produrre degli output (eventualmente sul nastro) non è essenziale (si vedano,
ad esempio, le macchine di Moore e di Mealy (Capitolo 8 e [13]). Intuitivamente,
anche se scrivesse qualcosa sul nastro, non lo potrebbe più riutilizzare.
Neppure il permettere la bidirezionalità aumenterebbe di fatto la potenzialità del
dispositivo (two-way automata [13]). Intuitivamente, la testina andrebbe su e giù
ma sempre sugli stessi dati e con un controllo finito.
E’ la somma delle due caratteristiche che permette di passare da questo formalismo
al più potente formalismo di calcolo costituito dalla MdT.

3. Automi deterministici

Un automa a stati finiti deterministico (DFA) è una quintupla ⟨Q,Σ, δ, q0, F⟩
dove:

• Q è un insieme finito di stati ;
• Σ è un alfabeto (alfabeto di input);
• δ : Q × Σ −→ Q è la funzione di transizione;
• q0 è lo stato iniziale;
• F ⊆ Q è l’insieme degli stati finali.

Recognising a language: Automata

• A finite state automaton is finite state machine with an input of 
discrete values. 

• The state machine consumes the input and possibly moves to a 
different state. 

• The system may be in a state among a finite set of possible states. 
Being in a state allows him to keep track of previous history.

input: bbaa



• Does the  string  w belong to the language  L?  

 We have two ways to answer this question 

• Which is the computational complexity necessary to answer 
to the previous question ? 

It depends on the complexity of the language!!

Back to our Problems



 A language is of type i iff it admits  a grammar of type i (which describes it)

Grammars and Languages 

Restrictions on productions give different types of grammars :

•Regular (type 3)  
•Context-free (type 2)  
• Context-sensitive (type 1)  
•  Phrase-structure (type 0) 

U → V  
                                      where U  (Σ ∪ N)+    and V   (Σ ∪ N)* . 
For context-free, e.g.,  U  N 
No restrictions for phrase-structure  

2

<latexit sha1_base64="MjhM0/vdD3Mxe6if3/48NS2D8ws=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHnpC9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBQjo3X</latexit>

2

<latexit sha1_base64="MjhM0/vdD3Mxe6if3/48NS2D8ws=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHnpC9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBQjo3X</latexit>

2

<latexit sha1_base64="MjhM0/vdD3Mxe6if3/48NS2D8ws=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHnpC9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBQjo3X</latexit>



Regular  

Grammar 
Type 3

Context  
Free 
Grammar 
Type 2

Context 
Sensitive 
Grammar 
Type 1

Unrestricted 

Grammar 
Type 0

Is W   L(G)?         P       P    PSPACE         U

Is L(G) empty?         P       P       U        U

Is L(G1)   L(G2)?    PSPACE       U       U        U

Complexity of Languages Problems

2

<latexit sha1_base64="MjhM0/vdD3Mxe6if3/48NS2D8ws=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHnpC9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBQjo3X</latexit>

⌘

<latexit sha1_base64="0rgPR6LB8jxn5jVpfGzJxPi1Z4g=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXiMYB6QLGF20puMmd1ZZ2YDIeQfvHhQxKv/482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjhpapYlhnUkjVCqhGwWOsG24EthKFNAoENoPh7cxvjlBpLuMHM07Qj2g/5iFn1Fip0cGnlI+6xZJbducgq8TLSAky1LrFr05PsjTC2DBBtW57bmL8CVWGM4HTQifVmFA2pH1sWxrTCLU/mV87JWdW6ZFQKluxIXP198SERlqPo8B2RtQM9LI3E//z2qkJr/wJj5PUYMwWi8JUECPJ7HXS4wqZEWNLKFPc3krYgCrKjA2oYEPwll9eJY2LslcpX99XStWbLI48nMApnIMHl1CFO6hBHRg8wjO8wpsjnRfn3flYtOacbOYY/sD5/AHGG49I</latexit>

P: decidable in polynomial time  
PSPACE: decidable in polynomial space (at least as hard as NP-complete) 
U: undecidable



Regular languages

All the following ways to represent regular languages are equivalent: 

• Regular grammars   (RG, type 3) 

• Deterministic finite automata (DFA) 

• Non-deterministic finite automata (NFA) 

• Non-deterministic finite automata  with  ℇ transitions (ℇ-NFA) 

• Regular expressions (RE) 



Regular Grammars

A Right (or, analogously, Left)  Regular Grammar is a generative 
grammar, where 
• every production  has the form A-> aB| a 
• only for the  starting symbol S, we can have  S→ ε   
every non terminal symbol B is always preceded by a terminal one.  
Example   
G=({a,b}, {S,B},S,P) where productions P are: 

S-> aS|aB 
B->bB|b   
 aaabb     L(G) 
S           

2

<latexit sha1_base64="MjhM0/vdD3Mxe6if3/48NS2D8ws=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHnpC9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBQjo3X</latexit>

anbm

<latexit sha1_base64="tI3wp+ahvgX4bfIQYNSL0aqIF3I=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXiMYB6QbMLsZDYZM49lZlYIIf/gxYMiXv0fb/6Nk2QPmljQUFR1090VJZwZ6/vfXm5tfWNzK79d2Nnd2z8oHh41jEo1oXWiuNKtCBvKmaR1yyynrURTLCJOm9HoduY3n6g2TMkHO05oKPBAspgRbJ3UwF0ZdUWvWPLL/hxolQQZKUGGWq/41ekrkgoqLeHYmHbgJzacYG0Z4XRa6KSGJpiM8IC2HZVYUBNO5tdO0ZlT+ihW2pW0aK7+nphgYcxYRK5TYDs0y95M/M9rpza+CidMJqmlkiwWxSlHVqHZ66jPNCWWjx3BRDN3KyJDrDGxLqCCCyFYfnmVNC7KQaV8fV8pVW+yOPJwAqdwDgFcQhXuoAZ1IPAIz/AKb57yXrx372PRmvOymWP4A+/zB4Mujxw=</latexit>

 L(G)={          | n,m>0}



Deterministic  Finite Automata

The states of a switch: 

An automaton recognising the keyword then: 



A deterministic finite automaton (DFA) (Q, Σ, δ ,qo,F) 

  Q a finite set of states 

  Σ  a finite set Σ of symbols 

  δ : Q x Σ-> Q   a transition function that takes as argument a state and a symbol        
and returns one state  

  q            the starting  state 

  F           the  set of final or accepting states 

Deterministic  Finite Automata 

o

✓ Q

<latexit sha1_base64="QDGc3B9MT80Wnluajlbp+/J2cII=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx5bsB/QhrLZTtqlm03cnQgl9Gd48aCIV3+NN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUc2jyWMa6EzADUihookAJnUQDiwIJ7WB8N/PbT6CNiNUDThLwIzZUIhScoZW6PZMGBhAeaaNfrrhVdw66SrycVEiOer/81RvEPI1AIZfMmK7nJuhnTKPgEqalXmogYXzMhtC1VLEIjJ/NT57SM6sMaBhrWwrpXP09kbHImEkU2M6I4cgsezPxP6+bYnjtZ0IlKYLii0VhKinGdPY/HQgNHOXEEsa1sLdSPmKacbQplWwI3vLLq6R1UfUuqzeNy0rtNo+jSE7IKTknHrkiNXJP6qRJOInJM3klbw46L86787FoLTj5zDH5A+fzByL8kS0=</latexit>



Deterministic  Finite Automata

How to represent a DFA? With a transition table

-> indicates the starting state  
* indicates the final states

This defines the following transition diagram



Deterministic  Finite Automata

When does an automaton accept a word? 
It reads a word and accept it if it stops in an accepting state

here Q=     
Only the word then is accepted

{q0, q1, q2, q3, q4, q5}

<latexit sha1_base64="emZlMfX4SAGmIdos0S/lisj7M7o=">AAACBHicbVC7SgNBFL0bXzG+Vi3TDAbBQsJujKhd0MYygnlAdllmJ5NkyOwjM7NCWFLY+Cs2ForY+hF2/o2TZAtNPHDgcM69zNzjx5xJZVnfRm5ldW19I79Z2Nre2d0z9w+aMkoEoQ0S8Ui0fSwpZyFtKKY4bceC4sDntOUPb6Z564EKyaLwXo1j6ga4H7IeI1hpyzOLTjryrNORZ2tWNM80q5rnzsQzS1bZmgEtCzsTJchQ98wvpxuRJKChIhxL2bGtWLkpFooRTicFJ5E0xmSI+7SjZYgDKt10dsQEHWuni3qR0AwVmrm/N1IcSDkOfD0ZYDWQi9nU/C/rJKp36aYsjBNFQzJ/qJdwpCI0bQR1maBE8bEWmAim/4rIAAtMlO6toEuwF09eFs1K2a6Wr+6qpdp1VkceinAEJ2DDBdTgFurQAAKP8Ayv8GY8GS/Gu/ExH80Z2c4h/IHx+QPr1pZg</latexit>

F={q4}

<latexit sha1_base64="iX9kxZyx747PHej6cIW3CeIIN+M=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhLLZTtulm03c3Qgl9Ed48aCIV3+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epYthksYhVJ6QaBZfYNNwI7CQKaRQKbIfj25nffkKleSwfzCTBIKJDyQecUWOltp899mr+tFeuuFV3DrJKvJxUIEejV/7y+zFLI5SGCap113MTE2RUGc4ETkt+qjGhbEyH2LVU0gh1kM3PnZIzq/TJIFa2pCFz9fdERiOtJ1FoOyNqRnrZm4n/ed3UDK6CjMskNSjZYtEgFcTEZPY76XOFzIiJJZQpbm8lbEQVZcYmVLIheMsvr5LWRdWrVa/va5X6TR5HEU7gFM7Bg0uowx00oAkMxvAMr/DmJM6L8+58LFoLTj5zDH/gfP4AMv6PgA==</latexit>



How DFA processes Strings

We build an automaton that accepts string containing the substring 
01 

Σ={0,1} 
L={x01y|  x,y   Σ } 

We get

2

<latexit sha1_base64="5lrWx27OkNC53SzwcTa4Kz0kMeY=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9oQ9lsN+3S3U3YnQgl9C948aCIV/+QN/+NSZuDtj4YeLw3w8y8IJbCout+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjUtlFiGG+xSEamG1DLpdC8hQIl78aGUxVI3gkmd7nfeeLGikg/4jTmvqIjLULBKOZSX+jKoFpz6+4cZJV4BalBgeag+tUfRixRXCOT1Nqe58bop9SgYJLPKv3E8piyCR3xXkY1Vdz66fzWGTnLlCEJI5OVRjJXf0+kVFk7VUHWqSiO7bKXi/95vQTDaz8VOk6Qa7ZYFCaSYETyx8lQGM5QTjNCmRHZrYSNqaEMs3jyELzll1dJ+6LuXdZvHi5rjdsijjKcwCmcgwdX0IB7aEILGIzhGV7hzVHOi/PufCxaS04xcwx/4Hz+AIXRjes=</latexit>

*



34 3. AUTOMI A STATI FINITI

Notazione 3.4. Useremo p, q, r con o senza pedici per denotare stati, P, Q, R, S
per insiemi di stati, a, b con o senza pedici per denotare simboli di Σ, x, y, z, u, v, w
sempre con o senza pedici per denotare stringhe.

Dalla funzione δ si ottiene in modo univoco la funzione δ̂ : Q×Σ∗ −→ Q nel modo
seguente: ⎧

⎨

⎩
δ̂(q, ε) = q

δ̂(q, wa) = δ(δ̂(q, w), a)

Una stringa x è detta essere accettata da un DFA M = ⟨Q,Σ, δ, q0, F⟩ se δ̂(q0, x) ∈
F. Il linguaggio accettato da M, denotato come L(M) è l’insieme delle stringhe
accettate, ovvero:

L(M) = {x ∈ Σ∗ : δ̂(q0, x) ∈ F} .

Un linguaggio L è detto regolare se è accettato da qualche DFA, ovvero se esiste
M tale che L = L(M).

Esempio 3.5. ∅ e Σ∗ sono linguaggi regolari. Sia Σ = {s1, . . . , sn}: un automa
M0 che riconosce il linguaggio ∅ (ovvero: nessuna stringa è accettata) è il seguente:

s1 . . . sn

q0 q0 . . . q0

ove F = ∅. Infatti, poiché ∀x x /∈ ∅, si ha che:

(∀x ∈ Σ∗)(δ̂(q0, x) /∈ F) .

Un automa per Σ∗, è invece l’automa M1:

s1 . . . sn

q0 q0 . . . q0

ove F = {q0}. Si dimostra facilmente infatti, per induzione su |x| che

(∀x ∈ Σ∗)(δ̂(q0, x) = q0) .

Esercizio 3.6. Si determini il linguaggio accettato dai seguenti automi rap-
resentati mediante la matrice di transizione (in tutti F = {q1}).

(1)

0 1

q0 q1 q2

q1 q1 q1

q2 q1 q0
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s1 . . . sn

q0 q0 . . . q0

ove F = ∅. Infatti, poiché ∀x x /∈ ∅, si ha che:
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Extending the transition function to Strings

We define the transitive closure of  �

<latexit sha1_base64="EOpGPGFvBk/sEb1ZGyTfOv2G5Js=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9oQ9lsNu3SzSbsToRS+iO8eFDEq7/Hm//GTZuDtj4YeLw3w8y8IJXCoOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjUNkmmGW+xRCa6G1DDpVC8hQIl76aa0ziQvBOM73K/88S1EYl6xEnK/ZgOlYgEo2ilTj/kEmllUK25dXcOskq8gtSgQHNQ/eqHCctirpBJakzPc1P0p1SjYJLPKv3M8JSyMR3ynqWKxtz40/m5M3JmlZBEibalkMzV3xNTGhsziQPbGVMcmWUvF//zehlG1/5UqDRDrthiUZRJggnJfyeh0JyhnFhCmRb2VsJGVFOGNqE8BG/55VXSvqh7l/Wbh8ta47aIowwncArn4MEVNOAemtACBmN4hld4c1LnxXl3PhatJaeYOYY/cD5/AMvojzw=</latexit>

b�(q0, x) 2 F

<latexit sha1_base64="QbomnL7CkmQHrkjsbVNwXd73rLE=">AAACBnicbVBNS8NAEN34WetX1KMIi0VQkJJIQb0VBfGoYLXQhLDZTO3iZhN3J2oJPXnxr3jxoIhXf4M3/41p7UGtDwYe780wMy9MpTDoOJ/W2PjE5NR0aaY8Oze/sGgvLZ+bJNMcGjyRiW6GzIAUChooUEIz1cDiUMJFeHXY9y9uQBuRqDPspuDH7FKJtuAMCymw17xbEUGHYe5FIJH1Nq8DZ/tuyxOKHpUDu+JUnQHoKHGHpEKGOAnsDy9KeBaDQi6ZMS3XSdHPmUbBJfTKXmYgZfyKXUKroIrFYPx88EaPbhRKRNuJLkohHag/J3IWG9ONw6IzZtgxf72++J/XyrC95+dCpRmC4t+L2pmkmNB+JjQSGjjKbkEY16K4lfIO04xjkVw/BPfvy6PkfKfq1qr7p7VK/WAYR4msknWySVyyS+rkmJyQBuHknjySZ/JiPVhP1qv19t06Zg1nVsgvWO9f1aSYEQ==</latexit>

L(M) = {x 2 ⌃⇤|b�(q0, x) 2 F}

<latexit sha1_base64="6OK9uR495mXEKPo6/Sy7mxutnow="></latexit>

A string x is accepted by M=(Q, Σ, δ ,qo,F) iff 



A nondeterministic finite automaton (NFA) allows more than one 
transition on the same input symbol. 

Formally,  a NFA is defined as (Q, Σ, δ ,qo, F) where the only 
difference is the transition function  

   δ : Q x Σ->           a transition function that takes as argument  
a state and a symbol   and   
returns a  set of states 

Nondeterministic Finite Automata

}(Q)

<latexit sha1_base64="kfRsPzcLPB4uz09H/z3jdOBtwcg=">AAAB/3icbVDNS8MwHE3n16xfVcGLl+AQ5mW0MlBvQy8eN3AfsJWRpukWlqYlSZVRd/Bf8eJBEa/+G978b0y7HnTzQeDx3u8rz4sZlcq2v43Syura+kZ509za3tnds/YPOjJKBCZtHLFI9DwkCaOctBVVjPRiQVDoMdL1JjeZ370nQtKI36lpTNwQjTgNKEZKS0PraJDPSAXxZ+bgIU6rrbOZaQ6til2zc8Bl4hSkAgo0h9bXwI9wEhKuMENS9h07Vm6KhKKYET06kSRGeIJGpK8pRyGRbprvnsFTrfgwiIR+XMFc/d2RolDKaejpyhCpsVz0MvE/r5+o4NJNKY8TRTieLwoSBlUEszCgTwXBik01QVhQfSvEYyQQVjqyLARn8cvLpHNec+q1q1a90rgu4iiDY3ACqsABF6ABbkETtAEGj+AZvII348l4Md6Nj3lpySh6DsEfGJ8/rTaVPA==</latexit>



A string x is accepted by M=(Q, Σ, δ ,qo,F)    iff 

L(M) = {x 2 ⌃⇤|b�(q0, x) \ F 6= ;}

<latexit sha1_base64="cLw7styAfC2kDe0pJSv1KIjUIkU="></latexit>

b�(q0, x) \ F 6= ;

<latexit sha1_base64="qR1fjSnz+WWZlAuV/hmr07NM0Cg=">AAACGHicbVBNS8NAEN34bf2qevSyWAQFqYkI6kEoCuKxglWhKWWymdqlm03cnagl9Gd48a948aCIV2/+G9Pag18PBh7vzTAzL0iUtOS6H87I6Nj4xOTUdGFmdm5+obi4dG7j1AisiVjF5jIAi0pqrJEkhZeJQYgChRdB56jvX9ygsTLWZ9RNsBHBlZYtKYByqVnc8m9liG2gzA9REfTWr5vu5t2GLyDhx76OiR/4GCXUtUh+odAsltyyOwD/S7whKbEhqs3iux/GIo1Qk1Bgbd1zE2pkYEgKhb2Cn1pMQHTgCus51RChbWSDx3p8LVdC3opNXpr4QP0+kUFkbTcK8s4IqG1/e33xP6+eUmuvkUmdpIRafC1qpYpTzPsp8VAaFKS6OQFhZH4rF20wICjPsh+C9/vlv+R8u+ztlPdPd0qVw2EcU2yFrbJ15rFdVmEnrMpqTLB79sie2Yvz4Dw5r87bV+uIM5xZZj/gvH8Cfd6faQ==</latexit>

We define the transitive closure of δ

Extending the transition function to Strings

NFAs do not expand the class of language that can be accepted !
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{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6, p7}

{p6, p7}
{p0, p1, p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p6} {p7}
{p0, p1} {p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

0 1

0

0

1

1

Figura 1. Processo di minimizzazione dell’Esercizio 1.4
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che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}
q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Soluzione. Ecco il grafico dell’NFA.
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

NFA

DFA
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

1. LINGUAGGI REGOLARI 15

GFED@ABC?>=<89:;q2

0


1
⌦⌦

0,1

⇢⇢

1

✏✏GFED@ABCq0

0,1

77
1

++ GFED@ABCq1

1

kk

0

gg

1

ZZ

Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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che formalizzato è M = h{q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6}, {0, 1}, �, q0, {q2, q4, q5, q6}i. No-

tiamo che gli stati associati a q1, q2, q4, q5 possono essere eliminati, dal momento

che non verranno mai raggiunti a partire dallo stato iniziale. In questo modo

otteniamo il DFA cercato.

GFED@ABCq0

0


1
//
GFED@ABCq3

0


1
//
GFED@ABC?>=<89:;q6

0,1
⌦⌦

che formalizzato diventa M = h{q0, q3, q6}, {0, 1}, �, q0, {q6}i. A questo punto si

può dimostrare che il linguaggio accettato è il linguaggio descritto dall’insieme

di stringhe L =
�

x
�� x contiene almeno due 1

 
. Come negli esercizi precedenti

dobbiamo dimostrare due implicazioni: quando x 2 L allora x 2 L(M) e quando

x /2 L allora x /2 L(M). Possiamo notare che rispetto alla quantità di 1, una generica

stringa può essere di tre tipi:

• x non contiene 1 (ovvero x /2 L): In tal caso abbiamo x = 0 . . . 0, per

come è definito l’automa, questo significa che b�(q0, x) = q0 /2 F (ovvero

x /2 L(M));
• x contiene un solo 1 (ovvero x /2 L): In tal caso abbiamo x = u1v con

u, v 2 0
⇤
, allora per come è definito l’automa abbiamo che b�(q0, u1v) =

b�(q0, 1v) = b�(q3, v) = q3 /2 F (ovvero x /2 L(M));
• x contiene almeno due 1 (ovvero x /2 L): In tal caso abbiamo x = u1v1w

dove u, v 2 0
⇤

e w 2 (1+0)⇤, allora per la definizione dell’automa abbiamo

che b�(q0, u1v1w) = b�(q0, 1v1w) = b�(q3, v1w) = b�(q3, 1w) = b�(q6, w) =
q6 2 F (ovvero x 2 L(M)).

2

Esercizio 1.6. Si determini, usando le tecniche di trasformazione standard, il
DFA minimo equivalente all’automa
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

6. AUTOMI CON ε-TRANSIZIONI 37

Il teorema segue dal fatto che:

x ∈ L(M) sse δ̂(q0, x) ∩ F ≠ ∅ def. di linguaggio NFA

sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∩ F ≠ ∅ proprietà sopra

sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∈ F ′ def. di F ′

sse x ∈ L(M ′) def. di linguaggio DFA

!

Esercizio 3.10. Si determini il DFA equivalente al NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}

q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Esercizio 3.11. Si descriva un NFA a 4 stati che riconosce il linguaggio delle
stringhe di 0 e 1 con terzultimo elemento a 0. Si passi poi al DFA equivalente e lo
si confronti con quello ottenuto nell’esercizio 3.7(3).

6. Automi con ε-transizioni

In questo paragrafo sarà presentato un terzo tipo di automa che estende il
modello non-deterministico ma che, come sarà mostrato nel Teorema 3.12, ne è
equivalente dal punto di vista dei linguaggi accettati.

Un NFA con ε-transizioni è una quintupla ⟨Q,Σ, δ, q0, F⟩ dove: Q, Σ, q0 e F ⊆
Q sono come per gli automi non deterministici, mentre la funzione di transizione
δ è ora definita

δ : Q × (Σ ∪ {ε}) −→ ℘(Q) .

L’idea è che da uno stato è permesso passare ad un altro stato anche senza “leggere”
caratteri di input.
La costruzione della funzione δ̂ : Q × Σ∗ −→ ℘(Q) nel caso dei ε-NFA risulta
leggermente più complessa che nei casi precedenti. Per far ciò si introduce la
funzione ε-closure che, applicata ad uno stato, restituisce l’insieme degli stati
raggiungibili da esso (compreso sè stesso) mediante ε-transizioni. La costruzione
di tale funzione è equivalente a quella che permette di conoscere i nodi raggiungibili
da un nodo in un grafo e può facilmente essere calcolata a partire dalla funzione
δ (un arco p → q si ha quando q ∈ δ(p, ε)). Il concetto di ε-closure si estende in
modo intuitivo ad insiemi di stati:

ε-closure(P) =
⋃

p∈P

ε-closure(p)

L= {x 2 {0, 1}⇤ | x contains 2 occurrences of 1}

<latexit sha1_base64="8fle8xKhrCREV3m4MPBB4hqf2BY="></latexit>

Example

*

*

x contains at least 2 occurrences of 1 }



There are different ways to characterise a regular language 

• Regular grammars 
• Deterministic Finite Automata 
• Non Deterministic Finite Automata 
• Epsilon Non deterministic Finite Automata 
• Regular expression 

Different characterisation of Regular Languages



NFADFA RG

ℇ-NFARE

Roadmap: equivalence between NFA and RG



Theorem 1. 
 For each right  grammar RG (or left  grammar LG), there is a non 
deterministic finite automaton NFA  such that L(RG)=L(NFA).  

Construction Algorithm  

For a given right  grammar RG=(Σ, N, S, P)  there is a corresponding 
NFA=(N U{F}, Σ, δ,S,  F’ )   where F is a newly added  state and  
if F'= {F}U{S} if S-> ε  belongs to P,  F’= {F}, otherwise. 

The transition function δ is defined by the following rules.  
1) For any A->a belonging to P, with a in Σ,  set δ(A,a) = F   
2) For any A-> aB belonging to P, with a in Σ and  B in N, set δ(A,a)=B 

From Regular Grammars to   NFA



G=({a,b}, {S,B},S,P) where productions P are: 
S-> aS|aB 
B->bB|b           L(G)={   a  b    | n,m>0}n m  

Example



Theorem 2 
For each nondet finite automaton  NFA, there is one right  grammar RG (or 
left  grammar LG) where  L(RG)=L(NFA).  
For a given finite automata NFA= (Q, Σ, δ , qo,F), a corresponding right 
grammar  RG=(Σ,Q, qo’, P) can be constructed  using  the following steps 
1)  for any  δ(A,a)=B  add A→aB to P, 
2) if B belongs to F add also  A→a  to P; 

If qo belongs to F then  add q-> qo | ε  to P and qo’=q else qo’=qo. 

From  NFA to Regular Grammars



Example
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{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6, p7}

{p6, p7}
{p0, p1, p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p6} {p7}
{p0, p1} {p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

0 1

0

0

1

1

Figura 1. Processo di minimizzazione dell’Esercizio 1.4

p0
1
//

0

✏✏

p1

1

✏✏

0

~~

p3

0

✏✏

1

>>

?

0,1
⌦⌦

p6

0

JJ

1
//

p7

1

OO

0
oo

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}
q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Soluzione. Ecco il grafico dell’NFA.
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

NFA

L= {x 2 {0, 1}⇤ | x contains 2 occurrences of 1}

<latexit sha1_base64="8fle8xKhrCREV3m4MPBB4hqf2BY="></latexit>

*

x contains at least 2 occurrences of 1 }



NFADFA RG

ℇ-NFARE

Roadmap: equivalence between DFA and NFA

trivial !



The NFA are usually easier to "program".  

For each NFA N there is a DFA D, such that L (D) = L (N),.  

This involves a subset construction. 

Given an  

                       NFA N =  

we will build a  

                        DFA D =  

such that 

                                            L (D) = L (N) 
(QD,⌃, �D, q0, FD)

<latexit sha1_base64="Q5L3Pgyoiwli7Q4UQd23ey4C/Rw=">AAACDXicbVDLSsNAFJ3UV42vqEs3g1WoEEoiBXVXtIjLFu0DmhAmk0k7dPJwZiKU0h9w46+4caGIW/fu/BuTNgttPXDhcM693HuPGzMqpGF8K4Wl5ZXVteK6urG5tb2j7e61RZRwTFo4YhHvukgQRkPSklQy0o05QYHLSMcdXmV+54FwQaPwTo5iYgeoH1KfYiRTydGOyk2nDnXrlvYDpEPLI0wip67De8fQ4bVTP4Gq6mglo2JMAReJmZMSyNFwtC/Li3ASkFBihoTomUYs7THikmJGJqqVCBIjPER90ktpiAIi7PH0mwk8ThUP+hFPK5Rwqv6eGKNAiFHgpp0BkgMx72Xif14vkf65PaZhnEgS4tkiP2FQRjCLBnqUEyzZKCUIc5reCvEAcYRlGmAWgjn/8iJpn1bMauWiWS3VLvM4iuAAHIIyMMEZqIEb0AAtgMEjeAav4E15Ul6Ud+Vj1lpQ8pl98AfK5w9/spgH</latexit>

(QN ,⌃, �N , q0, FN )

<latexit sha1_base64="R10B415fz1LIcWiMbRGE7xdBBno=">AAACDXicbVDLSsNAFJ3UV42vqEs3g1WoUEoiBXVXFMRVadE+oA1hMpm0QycPZyZCCf0BN/6KGxeKuHXvzr9x0nahrQcu93DOvczc48aMCmma31puaXlldS2/rm9sbm3vGLt7LRElHJMmjljEOy4ShNGQNCWVjHRiTlDgMtJ2h1eZ334gXNAovJOjmNgB6ofUpxhJJTnGUbHh1Eqwd0v7AVLdI0yiTLl3zBK8dmonUNcdo2CWzQngIrFmpABmqDvGV8+LcBKQUGKGhOhaZiztFHFJMSNjvZcIEiM8RH3SVTREARF2OrlmDI+V4kE/4qpCCSfq740UBUKMAldNBkgOxLyXif953UT653ZKwziRJMTTh/yEQRnBLBroUU6wZCNFEOZU/RXiAeIISxVgFoI1f/IiaZ2WrUr5olEpVC9nceTBATgERWCBM1AFN6AOmgCDR/AMXsGb9qS9aO/ax3Q0p8129sEfaJ8/ryqYJQ==</latexit>

From a NFA to a  DFA



QD = }(QN ),

<latexit sha1_base64="b6fls1VzDuHjXhbVBO/NHvAA3Ro=">AAAB/XicbVDLSsNAFJ3UV42v+Ni5GSxCBSmJFNSFUNSFK2nBPqANYTKdtkMnkzAzUWoo/oobF4q49T/c+TdO2iy09cCFwzn3cu89fsSoVLb9beQWFpeWV/Kr5tr6xuaWtb3TkGEsMKnjkIWi5SNJGOWkrqhipBUJggKfkaY/vEr95j0Rkob8To0i4gaoz2mPYqS05Fl7sOZdwwvYeYiKNe/26BiapulZBbtkTwDniZORAshQ9ayvTjfEcUC4wgxJ2XbsSLkJEopiRsZmJ5YkQniI+qStKUcBkW4yuX4MD7XShb1Q6OIKTtTfEwkKpBwFvu4MkBrIWS8V//PaseqduQnlUawIx9NFvZhBFcI0CtilgmDFRpogLKi+FeIBEggrHVgagjP78jxpnJSccum8Vi5ULrM48mAfHIAicMApqIAbUAV1gMEjeAav4M14Ml6Md+Nj2pozspld8AfG5w+CsZIM</latexit>

Note that not all these state are necessary, most of them will be 
unreachable. 

From NFA to a DFA

<latexit sha1_base64="6qjqdZDUXmcu8nUcLCDA4u6LoMY="></latexit>

8P 2 P(QN ) : �D(P, a) =
S

p2P �N (p, a)

<latexit sha1_base64="TwdHawXc6Np+rrSTAYtPlei6jAM="></latexit>

FD = {P 2 P(QN ) | P \ F 6= ;}
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{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6, p7}

{p6, p7}
{p0, p1, p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p6} {p7}
{p0, p1} {p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

0 1

0

0

1

1

Figura 1. Processo di minimizzazione dell’Esercizio 1.4

p0
1
//

0

✏✏

p1

1

✏✏

0

~~

p3

0

✏✏

1

>>

?

0,1
⌦⌦

p6

0

JJ

1
//

p7

1

OO

0
oo

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}
q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Soluzione. Ecco il grafico dell’NFA.

NFA
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

Consider all the subsets
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

Which ones are final?

Example

*
<latexit sha1_base64="84bXAH0NVSlNEgL06LdgruckciM=">AAAB+3icbVBNS8NAEJ3Ur1q/Uj16WWyFeilJEfRY9OJJWrC20Iaw2W7apZsPdjdKifkpXjwoiFf/iDf/jds2B219MPB4b4aZeV7MmVSW9W0U1tY3NreK26Wd3b39A7N8eC+jRBDaIRGPRM/DknIW0o5iitNeLCgOPE673uR65ncfqJAsCu/UNKZOgEch8xnBSkuuWa6mA4I5amW1tpveZmdV16xYdWsOtErsnFQgR8s1vwbDiCQBDRXhWMq+bcXKSbFQjHCalQaJpDEmEzyifU1DHFDppPPTM3SqlSHyI6ErVGiu/p5IcSDlNPB0Z4DVWC57M/E/r58o/9JJWRgnioZkschPOFIRmuWAhkxQovhUE0wE07ciMsYCE6XTKukQ7OWXV0m3UbfP67bdblSaV3keRTiGE6iBDRfQhBtoQQcIPMIzvMKb8WS8GO/Gx6K1YOQzR/AHxucPGuWTDw==</latexit>

P(QN )
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{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6, p7}

{p6, p7}
{p0, p1, p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p6} {p7}
{p0, p1} {p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

0 1

0

0

1

1

Figura 1. Processo di minimizzazione dell’Esercizio 1.4
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//

p7

1
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0
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che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}
q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Soluzione. Ecco il grafico dell’NFA.
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

NFA
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

Example

*
<latexit sha1_base64="84bXAH0NVSlNEgL06LdgruckciM=">AAAB+3icbVBNS8NAEJ3Ur1q/Uj16WWyFeilJEfRY9OJJWrC20Iaw2W7apZsPdjdKifkpXjwoiFf/iDf/jds2B219MPB4b4aZeV7MmVSW9W0U1tY3NreK26Wd3b39A7N8eC+jRBDaIRGPRM/DknIW0o5iitNeLCgOPE673uR65ncfqJAsCu/UNKZOgEch8xnBSkuuWa6mA4I5amW1tpveZmdV16xYdWsOtErsnFQgR8s1vwbDiCQBDRXhWMq+bcXKSbFQjHCalQaJpDEmEzyifU1DHFDppPPTM3SqlSHyI6ErVGiu/p5IcSDlNPB0Z4DVWC57M/E/r58o/9JJWRgnioZkschPOFIRmuWAhkxQovhUE0wE07ciMsYCE6XTKukQ7OWXV0m3UbfP67bdblSaV3keRTiGE6iBDRfQhBtoQQcIPMIzvMKb8WS8GO/Gx6K1YOQzR/AHxucPGuWTDw==</latexit>
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{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6, p7}

{p6, p7}
{p0, p1, p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p6} {p7}
{p0, p1} {p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

0 1

0

0

1

1

Figura 1. Processo di minimizzazione dell’Esercizio 1.4
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0

JJ

1
//

p7

1

OO

0
oo

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}
q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Soluzione. Ecco il grafico dell’NFA.
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

NFA
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

Example

<latexit sha1_base64="84bXAH0NVSlNEgL06LdgruckciM=">AAAB+3icbVBNS8NAEJ3Ur1q/Uj16WWyFeilJEfRY9OJJWrC20Iaw2W7apZsPdjdKifkpXjwoiFf/iDf/jds2B219MPB4b4aZeV7MmVSW9W0U1tY3NreK26Wd3b39A7N8eC+jRBDaIRGPRM/DknIW0o5iitNeLCgOPE673uR65ncfqJAsCu/UNKZOgEch8xnBSkuuWa6mA4I5amW1tpveZmdV16xYdWsOtErsnFQgR8s1vwbDiCQBDRXhWMq+bcXKSbFQjHCalQaJpDEmEzyifU1DHFDppPPTM3SqlSHyI6ErVGiu/p5IcSDlNPB0Z4DVWC57M/E/r58o/9JJWRgnioZkschPOFIRmuWAhkxQovhUE0wE07ciMsYCE6XTKukQ7OWXV0m3UbfP67bdblSaV3keRTiGE6iBDRfQhBtoQQcIPMIzvMKb8WS8GO/Gx6K1YOQzR/AHxucPGuWTDw==</latexit>

P(QN )

*
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{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6, p7}

{p6, p7}
{p0, p1, p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p6} {p7}
{p0, p1} {p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

0 1

0

0

1

1

Figura 1. Processo di minimizzazione dell’Esercizio 1.4
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1

>>
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0,1
⌦⌦

p6

0

JJ

1
//

p7

1

OO

0
oo

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}
q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Soluzione. Ecco il grafico dell’NFA.
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

NFA
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

Example

*
<latexit sha1_base64="84bXAH0NVSlNEgL06LdgruckciM=">AAAB+3icbVBNS8NAEJ3Ur1q/Uj16WWyFeilJEfRY9OJJWrC20Iaw2W7apZsPdjdKifkpXjwoiFf/iDf/jds2B219MPB4b4aZeV7MmVSW9W0U1tY3NreK26Wd3b39A7N8eC+jRBDaIRGPRM/DknIW0o5iitNeLCgOPE673uR65ncfqJAsCu/UNKZOgEch8xnBSkuuWa6mA4I5amW1tpveZmdV16xYdWsOtErsnFQgR8s1vwbDiCQBDRXhWMq+bcXKSbFQjHCalQaJpDEmEzyifU1DHFDppPPTM3SqlSHyI6ErVGiu/p5IcSDlNPB0Z4DVWC57M/E/r58o/9JJWRgnioZkschPOFIRmuWAhkxQovhUE0wE07ciMsYCE6XTKukQ7OWXV0m3UbfP67bdblSaV3keRTiGE6iBDRfQhBtoQQcIPMIzvMKb8WS8GO/Gx6K1YOQzR/AHxucPGuWTDw==</latexit>

P(QN )
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{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6, p7}

{p6, p7}
{p0, p1, p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p6} {p7}
{p0, p1} {p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

0 1

0

0

1

1

Figura 1. Processo di minimizzazione dell’Esercizio 1.4
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1
//

0
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1
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0

✏✏

1

>>

?

0,1
⌦⌦

p6

0

JJ

1
//

p7

1

OO

0
oo

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}
q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Soluzione. Ecco il grafico dell’NFA.
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

1. LINGUAGGI REGOLARI 15

GFED@ABC?>=<89:;q2

0


1
⌦⌦

0,1

⇢⇢

1

✏✏GFED@ABCq0

0,1

77
1

++ GFED@ABCq1

1

kk

0

gg

1

ZZ

Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

NFA
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

Example

<latexit sha1_base64="84bXAH0NVSlNEgL06LdgruckciM=">AAAB+3icbVBNS8NAEJ3Ur1q/Uj16WWyFeilJEfRY9OJJWrC20Iaw2W7apZsPdjdKifkpXjwoiFf/iDf/jds2B219MPB4b4aZeV7MmVSW9W0U1tY3NreK26Wd3b39A7N8eC+jRBDaIRGPRM/DknIW0o5iitNeLCgOPE673uR65ncfqJAsCu/UNKZOgEch8xnBSkuuWa6mA4I5amW1tpveZmdV16xYdWsOtErsnFQgR8s1vwbDiCQBDRXhWMq+bcXKSbFQjHCalQaJpDEmEzyifU1DHFDppPPTM3SqlSHyI6ErVGiu/p5IcSDlNPB0Z4DVWC57M/E/r58o/9JJWRgnioZkschPOFIRmuWAhkxQovhUE0wE07ciMsYCE6XTKukQ7OWXV0m3UbfP67bdblSaV3keRTiGE6iBDRfQhBtoQQcIPMIzvMKb8WS8GO/Gx6K1YOQzR/AHxucPGuWTDw==</latexit>

P(QN )

*

*
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{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6, p7}

{p6, p7}
{p0, p1, p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p6} {p7}
{p0, p1} {p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

0 1

0

0

1

1

Figura 1. Processo di minimizzazione dell’Esercizio 1.4

p0
1
//

0

✏✏

p1

1

✏✏

0

~~

p3

0

✏✏

1

>>

?

0,1
⌦⌦

p6

0

JJ

1
//

p7

1

OO

0
oo

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}
q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Soluzione. Ecco il grafico dell’NFA.
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

1. LINGUAGGI REGOLARI 15

GFED@ABC?>=<89:;q2

0


1
⌦⌦

0,1

⇢⇢

1

✏✏GFED@ABCq0

0,1

77
1

++ GFED@ABCq1

1

kk

0

gg

1

ZZ

Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

1. LINGUAGGI REGOLARI 15

GFED@ABC?>=<89:;q2

0


1
⌦⌦

0,1

⇢⇢

1

✏✏GFED@ABCq0

0,1

77
1

++ GFED@ABCq1

1

kk

0

gg

1

ZZ

Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

NFA
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

Example

*

*
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{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6, p7}

{p6, p7}
{p0, p1, p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p6} {p7}
{p0, p1} {p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

0 1

0

0

1

1

Figura 1. Processo di minimizzazione dell’Esercizio 1.4

p0
1
//

0

✏✏

p1

1

✏✏

0

~~

p3

0

✏✏

1

>>

?

0,1
⌦⌦

p6

0

JJ

1
//

p7

1

OO

0
oo

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}
q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Soluzione. Ecco il grafico dell’NFA.
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

NFA
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

Example

*

* 
* 
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{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6, p7}

{p6, p7}
{p0, p1, p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p6} {p7}
{p0, p1} {p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

0 1

0

0

1

1

Figura 1. Processo di minimizzazione dell’Esercizio 1.4
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che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}
q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Soluzione. Ecco il grafico dell’NFA.
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

1. LINGUAGGI REGOLARI 15

GFED@ABC?>=<89:;q2

0


1
⌦⌦

0,1

⇢⇢

1

✏✏GFED@ABCq0

0,1

77
1

++ GFED@ABCq1

1

kk

0

gg

1

ZZ

Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

NFA
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

Example

* 

* 
* 
* 
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{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6, p7}

{p6, p7}
{p0, p1, p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p6} {p7}
{p0, p1} {p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

0 1

0

0

1

1

Figura 1. Processo di minimizzazione dell’Esercizio 1.4
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✏✏

0

~~

p3

0

✏✏

1

>>

?

0,1
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p6

0

JJ

1
//

p7

1

OO

0
oo

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}
q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Soluzione. Ecco il grafico dell’NFA.
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

1. LINGUAGGI REGOLARI 15

GFED@ABC?>=<89:;q2

0


1
⌦⌦

0,1

⇢⇢

1

✏✏GFED@ABCq0

0,1

77
1

++ GFED@ABCq1

1

kk

0

gg

1

ZZ

Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

NFA
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

Example
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{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6, p7}

{p6, p7}
{p0, p1, p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p6} {p7}
{p0, p1} {p2, p5, p8}

{p3, p4}

{p0, p1, p2, p5, p8}
{p3, p4}

{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

{p3} {p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0} {p1}

{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p8}
{p6} {p7}

{p3, p4} {p2, p5, p8}
{p6} {p7} {p0, p1}

0 1

0

0

1

1

Figura 1. Processo di minimizzazione dell’Esercizio 1.4

p0
1
//

0

✏✏

p1

1

✏✏

0

~~

p3

0

✏✏

1

>>

?

0,1
⌦⌦

p6

0

JJ

1
//

p7

1

OO

0
oo

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

che formalizzato diventa M = h{p0, p1, p3, p6, p7,?}, {0, 1}, �, p0, {p6, p7}i. 2

Esercizio 1.5. Si determini il DFA equivalente all’NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}
q1 {q1} {q0, q2}
q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Soluzione. Ecco il grafico dell’NFA.
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

1. LINGUAGGI REGOLARI 15

GFED@ABC?>=<89:;q2

0


1
⌦⌦

0,1

⇢⇢

1

✏✏GFED@ABCq0

0,1

77
1

++ GFED@ABCq1

1

kk

0

gg

1

ZZ

Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,

NFA

DFA

Example

* 

* 
* 
* 
* 

* 
* 
* 
* 
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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che formalizzato è M = h{q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6}, {0, 1}, �, q0, {q2, q4, q5, q6}i. No-

tiamo che gli stati associati a q1, q2, q4, q5 possono essere eliminati, dal momento

che non verranno mai raggiunti a partire dallo stato iniziale. In questo modo

otteniamo il DFA cercato.

GFED@ABCq0

0


1
//
GFED@ABCq3

0


1
//
GFED@ABC?>=<89:;q6

0,1
⌦⌦

che formalizzato diventa M = h{q0, q3, q6}, {0, 1}, �, q0, {q6}i. A questo punto si

può dimostrare che il linguaggio accettato è il linguaggio descritto dall’insieme

di stringhe L =
�

x
�� x contiene almeno due 1

 
. Come negli esercizi precedenti

dobbiamo dimostrare due implicazioni: quando x 2 L allora x 2 L(M) e quando

x /2 L allora x /2 L(M). Possiamo notare che rispetto alla quantità di 1, una generica

stringa può essere di tre tipi:

• x non contiene 1 (ovvero x /2 L): In tal caso abbiamo x = 0 . . . 0, per

come è definito l’automa, questo significa che b�(q0, x) = q0 /2 F (ovvero

x /2 L(M));
• x contiene un solo 1 (ovvero x /2 L): In tal caso abbiamo x = u1v con

u, v 2 0
⇤
, allora per come è definito l’automa abbiamo che b�(q0, u1v) =

b�(q0, 1v) = b�(q3, v) = q3 /2 F (ovvero x /2 L(M));
• x contiene almeno due 1 (ovvero x /2 L): In tal caso abbiamo x = u1v1w

dove u, v 2 0
⇤

e w 2 (1+0)⇤, allora per la definizione dell’automa abbiamo

che b�(q0, u1v1w) = b�(q0, 1v1w) = b�(q3, v1w) = b�(q3, 1w) = b�(q6, w) =
q6 2 F (ovvero x 2 L(M)).

2

Esercizio 1.6. Si determini, usando le tecniche di trasformazione standard, il
DFA minimo equivalente all’automa

DFA

DFA with  
unreachable states

Example

*
**
*
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Da cui M = h{q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2}i. Ricordiamo che, dato un NFA, M =
hQ, ⌃, �, q0, Fi, esiste sempre un DFA M

0 = h}(Q), ⌃, �
0
, {q0}, F 0i equivalente, dove:

• F
0 = {P ✓ Q : P \ F 6= ;};

• �
0(P, a) =

S
p2P �(p, a), per P 2 }(Q).

Costruiamo la matrice di transizione per il DFA:

0 1

; ; ;
q
0
0 {q0} {q0} {q0, q1}

q
0
1 {q1} {q1} {q0, q2}

q
0
2 {q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
3 {q0, q1} {q0, q1} {q0, q1, q2}

q
0
4 {q0, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
5 {q1, q2} {q1, q2} {q0, q1, q2}

q
0
6 {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1, q2}

Quindi (eliminando gli apici per semplicità) si ha F = {q2, q4, q5, q6} e la matrice

diventa

0 1

q0 q0 q3

q1 q1 q4

q2 q5 q6

q3 q3 q6

q4 q6 q6

q5 q5 q6

q6 q6 q6

Possiamo quindi disegnare il DFA,
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che formalizzato è M = h{q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6}, {0, 1}, �, q0, {q2, q4, q5, q6}i. No-

tiamo che gli stati associati a q1, q2, q4, q5 possono essere eliminati, dal momento

che non verranno mai raggiunti a partire dallo stato iniziale. In questo modo

otteniamo il DFA cercato.
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che formalizzato diventa M = h{q0, q3, q6}, {0, 1}, �, q0, {q6}i. A questo punto si

può dimostrare che il linguaggio accettato è il linguaggio descritto dall’insieme

di stringhe L =
�

x
�� x contiene almeno due 1

 
. Come negli esercizi precedenti

dobbiamo dimostrare due implicazioni: quando x 2 L allora x 2 L(M) e quando

x /2 L allora x /2 L(M). Possiamo notare che rispetto alla quantità di 1, una generica

stringa può essere di tre tipi:

• x non contiene 1 (ovvero x /2 L): In tal caso abbiamo x = 0 . . . 0, per

come è definito l’automa, questo significa che b�(q0, x) = q0 /2 F (ovvero

x /2 L(M));
• x contiene un solo 1 (ovvero x /2 L): In tal caso abbiamo x = u1v con

u, v 2 0
⇤
, allora per come è definito l’automa abbiamo che b�(q0, u1v) =

b�(q0, 1v) = b�(q3, v) = q3 /2 F (ovvero x /2 L(M));
• x contiene almeno due 1 (ovvero x /2 L): In tal caso abbiamo x = u1v1w

dove u, v 2 0
⇤

e w 2 (1+0)⇤, allora per la definizione dell’automa abbiamo

che b�(q0, u1v1w) = b�(q0, 1v1w) = b�(q3, v1w) = b�(q3, 1w) = b�(q6, w) =
q6 2 F (ovvero x 2 L(M)).

2

Esercizio 1.6. Si determini, usando le tecniche di trasformazione standard, il
DFA minimo equivalente all’automa
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che formalizzato è M = h{q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6}, {0, 1}, �, q0, {q2, q4, q5, q6}i. No-

tiamo che gli stati associati a q1, q2, q4, q5 possono essere eliminati, dal momento

che non verranno mai raggiunti a partire dallo stato iniziale. In questo modo

otteniamo il DFA cercato.
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//
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0,1
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che formalizzato diventa M = h{q0, q3, q6}, {0, 1}, �, q0, {q6}i. A questo punto si

può dimostrare che il linguaggio accettato è il linguaggio descritto dall’insieme

di stringhe L =
�

x
�� x contiene almeno due 1

 
. Come negli esercizi precedenti

dobbiamo dimostrare due implicazioni: quando x 2 L allora x 2 L(M) e quando

x /2 L allora x /2 L(M). Possiamo notare che rispetto alla quantità di 1, una generica

stringa può essere di tre tipi:

• x non contiene 1 (ovvero x /2 L): In tal caso abbiamo x = 0 . . . 0, per

come è definito l’automa, questo significa che b�(q0, x) = q0 /2 F (ovvero

x /2 L(M));
• x contiene un solo 1 (ovvero x /2 L): In tal caso abbiamo x = u1v con

u, v 2 0
⇤
, allora per come è definito l’automa abbiamo che b�(q0, u1v) =

b�(q0, 1v) = b�(q3, v) = q3 /2 F (ovvero x /2 L(M));
• x contiene almeno due 1 (ovvero x /2 L): In tal caso abbiamo x = u1v1w

dove u, v 2 0
⇤

e w 2 (1+0)⇤, allora per la definizione dell’automa abbiamo

che b�(q0, u1v1w) = b�(q0, 1v1w) = b�(q3, v1w) = b�(q3, 1w) = b�(q6, w) =
q6 2 F (ovvero x 2 L(M)).

2

Esercizio 1.6. Si determini, usando le tecniche di trasformazione standard, il
DFA minimo equivalente all’automa

DFA

minimum DFA 

Example

DFA with  
unreachable states

* 
*
*
*



The ℇ-NFA: NFA with epsilon transitions
 An ℇ-NFA is an NFA that admits  ℇ-transitions. 
  In this case  

  

• Extension of finite automaton. 

• The new feature: we allow transition on    , the 
empty string. 

• An NFA that is allowed to make transition 
spontanously , without receiving any input symbol. 

• As in the case of NFA w.r.t. DFA this new feature 
does not expand the class of language that can be 
accepted.
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Definition of ℇ-NFA

A NFA whose transition function can always choose epsilon 
as input symbol 
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Il teorema segue dal fatto che:

x ∈ L(M) sse δ̂(q0, x) ∩ F ≠ ∅ def. di linguaggio NFA

sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∩ F ≠ ∅ proprietà sopra

sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∈ F ′ def. di F ′

sse x ∈ L(M ′) def. di linguaggio DFA

!

Esercizio 3.10. Si determini il DFA equivalente al NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}

q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Esercizio 3.11. Si descriva un NFA a 4 stati che riconosce il linguaggio delle
stringhe di 0 e 1 con terzultimo elemento a 0. Si passi poi al DFA equivalente e lo
si confronti con quello ottenuto nell’esercizio 3.7(3).

6. Automi con ε-transizioni

In questo paragrafo sarà presentato un terzo tipo di automa che estende il
modello non-deterministico ma che, come sarà mostrato nel Teorema 3.12, ne è
equivalente dal punto di vista dei linguaggi accettati.

Un NFA con ε-transizioni è una quintupla ⟨Q,Σ, δ, q0, F⟩ dove: Q, Σ, q0 e F ⊆
Q sono come per gli automi non deterministici, mentre la funzione di transizione
δ è ora definita

δ : Q × (Σ ∪ {ε}) −→ ℘(Q) .

L’idea è che da uno stato è permesso passare ad un altro stato anche senza “leggere”
caratteri di input.
La costruzione della funzione δ̂ : Q × Σ∗ −→ ℘(Q) nel caso dei ε-NFA risulta
leggermente più complessa che nei casi precedenti. Per far ciò si introduce la
funzione ε-closure che, applicata ad uno stato, restituisce l’insieme degli stati
raggiungibili da esso (compreso sè stesso) mediante ε-transizioni. La costruzione
di tale funzione è equivalente a quella che permette di conoscere i nodi raggiungibili
da un nodo in un grafo e può facilmente essere calcolata a partire dalla funzione
δ (un arco p → q si ha quando q ∈ δ(p, ε)). Il concetto di ε-closure si estende in
modo intuitivo ad insiemi di stati:

ε-closure(P) =
⋃

p∈P

ε-closure(p)
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δ̂ si può ora definire nel modo seguente:
⎧
⎨

⎩
δ̂(q, ε) = ε-closure(q)

δ̂(q, wa) =
⋃

p∈δ̂(q,w) ε-closure(δ(p, a))

Si noti che in questo caso δ̂(q, a) può essere diverso da δ(q, a). Ad esempio,
nell’automa:

εa
q ′′q ′q ✲✲✚✙

✛✘
✚✙
✛✘

✚✙
✛✘

Si ha che δ(q, a) = {q ′}, mentre δ̂(q, a) =
⋃

p∈δ̂(q,ε) ε-closure(δ(p, a)) = {q ′, q ′′}.

Definiamo dunque il linguaggio accettato dall’automa L(M) = {x ∈ Σ∗ :

δ̂(q0, x) ∩ F ≠ ∅}. Si osservi come per questa classe di linguaggi si potrebbe
assumere che l’insieme F abbia esattamente un elemento.

7. Equivalenza di ε-NFA e NFA

Ogni NFA è, per definizione, un caso particolare di un ε-NFA. Con il seguente
teorema mostreremo che la classe dei linguaggi riconosciuti dagli automi ε-NFA
non estende propriamente quella dei linguaggi riconosciuti da automi NFA:

Teorema 3.12. Sia M = ⟨Q,Σ, δ, q0, F⟩ un ε-NFA. Allora esiste un NFA M ′

tale che L(M) = L(M ′).

Proof. Definisco M ′ = ⟨Q ′,Σ ′, δ ′, q ′
0, F ′⟩ come segue:

• Q ′ = Q,
• Σ ′ = Σ,
• q ′

0 = q0,

• F ′ =

⎧
⎨

⎩
F ∪ {q0} Se ε-closure(q0) ∩ F ≠ ∅

F altrimenti

• δ ′(q, a) = δ̂(q, a).

Dobbiamo mostrare che

δ̂(q0, x) ∩ F ≠ ∅ sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∩ F ′ ≠ ∅ (1)

Se x = ε, si ha che: δ̂(q0, ε) = ε-closure(q0) per definizione.
D’altro canto: δ̂ ′(q0, ε) = {q0}.
Se ε-closure(q0)∩F ≠ ∅ allora, per def. di F ′ vale che q0 ∈ F ′; dunque {q0}∩F ′ ≠ ∅.
Sia ora {q0} ∩ F ′ ≠ ∅. Allora q0 ∈ F ′. Due casi sono possibili: se q0 ∈ F allora
ε-closure(q0) ∩ F ≠ ∅ (in quanto q0 ∈ ε-closure(q0)). Altrimenti, se q0 ∈ F ′ \ F
per definizione di F ′ si ha che ε-closure(q0) ∩ F ≠ ∅.

Mostreremo per induzione su |x| ≥ 1 che δ̂ ′(q ′
0, x) = δ̂(q0, x).
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Il teorema segue dal fatto che:

x ∈ L(M) sse δ̂(q0, x) ∩ F ≠ ∅ def. di linguaggio NFA

sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∩ F ≠ ∅ proprietà sopra

sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∈ F ′ def. di F ′

sse x ∈ L(M ′) def. di linguaggio DFA

!

Esercizio 3.10. Si determini il DFA equivalente al NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}

q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Esercizio 3.11. Si descriva un NFA a 4 stati che riconosce il linguaggio delle
stringhe di 0 e 1 con terzultimo elemento a 0. Si passi poi al DFA equivalente e lo
si confronti con quello ottenuto nell’esercizio 3.7(3).

6. Automi con ε-transizioni

In questo paragrafo sarà presentato un terzo tipo di automa che estende il
modello non-deterministico ma che, come sarà mostrato nel Teorema 3.12, ne è
equivalente dal punto di vista dei linguaggi accettati.

Un NFA con ε-transizioni è una quintupla ⟨Q,Σ, δ, q0, F⟩ dove: Q, Σ, q0 e F ⊆
Q sono come per gli automi non deterministici, mentre la funzione di transizione
δ è ora definita

δ : Q × (Σ ∪ {ε}) −→ ℘(Q) .

L’idea è che da uno stato è permesso passare ad un altro stato anche senza “leggere”
caratteri di input.
La costruzione della funzione δ̂ : Q × Σ∗ −→ ℘(Q) nel caso dei ε-NFA risulta
leggermente più complessa che nei casi precedenti. Per far ciò si introduce la
funzione ε-closure che, applicata ad uno stato, restituisce l’insieme degli stati
raggiungibili da esso (compreso sè stesso) mediante ε-transizioni. La costruzione
di tale funzione è equivalente a quella che permette di conoscere i nodi raggiungibili
da un nodo in un grafo e può facilmente essere calcolata a partire dalla funzione
δ (un arco p → q si ha quando q ∈ δ(p, ε)). Il concetto di ε-closure si estende in
modo intuitivo ad insiemi di stati:

ε-closure(P) =
⋃

p∈P

ε-closure(p)

applied to a state gives all the states reachable with  
ℇ-transitions

✏-closure(q)={q} ✏-closure(q’)={q0, q00}
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Definition of ℇ-clousure for extending δ to Strings

We need to define the                       that 
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Il teorema segue dal fatto che:

x ∈ L(M) sse δ̂(q0, x) ∩ F ≠ ∅ def. di linguaggio NFA

sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∩ F ≠ ∅ proprietà sopra

sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∈ F ′ def. di F ′

sse x ∈ L(M ′) def. di linguaggio DFA

!

Esercizio 3.10. Si determini il DFA equivalente al NFA:

0 1

q0 {q0} {q0, q1}

q1 {q1} {q0, q2}

q2 {q1, q2} {q0, q1, q2}

ove F = {q2}. Qual è il linguaggio accettato?

Esercizio 3.11. Si descriva un NFA a 4 stati che riconosce il linguaggio delle
stringhe di 0 e 1 con terzultimo elemento a 0. Si passi poi al DFA equivalente e lo
si confronti con quello ottenuto nell’esercizio 3.7(3).

6. Automi con ε-transizioni

In questo paragrafo sarà presentato un terzo tipo di automa che estende il
modello non-deterministico ma che, come sarà mostrato nel Teorema 3.12, ne è
equivalente dal punto di vista dei linguaggi accettati.

Un NFA con ε-transizioni è una quintupla ⟨Q,Σ, δ, q0, F⟩ dove: Q, Σ, q0 e F ⊆
Q sono come per gli automi non deterministici, mentre la funzione di transizione
δ è ora definita

δ : Q × (Σ ∪ {ε}) −→ ℘(Q) .

L’idea è che da uno stato è permesso passare ad un altro stato anche senza “leggere”
caratteri di input.
La costruzione della funzione δ̂ : Q × Σ∗ −→ ℘(Q) nel caso dei ε-NFA risulta
leggermente più complessa che nei casi precedenti. Per far ciò si introduce la
funzione ε-closure che, applicata ad uno stato, restituisce l’insieme degli stati
raggiungibili da esso (compreso sè stesso) mediante ε-transizioni. La costruzione
di tale funzione è equivalente a quella che permette di conoscere i nodi raggiungibili
da un nodo in un grafo e può facilmente essere calcolata a partire dalla funzione
δ (un arco p → q si ha quando q ∈ δ(p, ε)). Il concetto di ε-closure si estende in
modo intuitivo ad insiemi di stati:

ε-closure(P) =
⋃

p∈P

ε-closure(p)
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δ̂ si può ora definire nel modo seguente:
⎧
⎨

⎩
δ̂(q, ε) = ε-closure(q)

δ̂(q, wa) =
⋃

p∈δ̂(q,w) ε-closure(δ(p, a))

Si noti che in questo caso δ̂(q, a) può essere diverso da δ(q, a). Ad esempio,
nell’automa:

εa
q ′′q ′q ✲✲✚✙

✛✘
✚✙
✛✘

✚✙
✛✘

Si ha che δ(q, a) = {q ′}, mentre δ̂(q, a) =
⋃

p∈δ̂(q,ε) ε-closure(δ(p, a)) = {q ′, q ′′}.

Definiamo dunque il linguaggio accettato dall’automa L(M) = {x ∈ Σ∗ :

δ̂(q0, x) ∩ F ≠ ∅}. Si osservi come per questa classe di linguaggi si potrebbe
assumere che l’insieme F abbia esattamente un elemento.

7. Equivalenza di ε-NFA e NFA

Ogni NFA è, per definizione, un caso particolare di un ε-NFA. Con il seguente
teorema mostreremo che la classe dei linguaggi riconosciuti dagli automi ε-NFA
non estende propriamente quella dei linguaggi riconosciuti da automi NFA:

Teorema 3.12. Sia M = ⟨Q,Σ, δ, q0, F⟩ un ε-NFA. Allora esiste un NFA M ′

tale che L(M) = L(M ′).

Proof. Definisco M ′ = ⟨Q ′,Σ ′, δ ′, q ′
0, F ′⟩ come segue:

• Q ′ = Q,
• Σ ′ = Σ,
• q ′

0 = q0,

• F ′ =

⎧
⎨

⎩
F ∪ {q0} Se ε-closure(q0) ∩ F ≠ ∅

F altrimenti

• δ ′(q, a) = δ̂(q, a).

Dobbiamo mostrare che

δ̂(q0, x) ∩ F ≠ ∅ sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∩ F ′ ≠ ∅ (1)

Se x = ε, si ha che: δ̂(q0, ε) = ε-closure(q0) per definizione.
D’altro canto: δ̂ ′(q0, ε) = {q0}.
Se ε-closure(q0)∩F ≠ ∅ allora, per def. di F ′ vale che q0 ∈ F ′; dunque {q0}∩F ′ ≠ ∅.
Sia ora {q0} ∩ F ′ ≠ ∅. Allora q0 ∈ F ′. Due casi sono possibili: se q0 ∈ F allora
ε-closure(q0) ∩ F ≠ ∅ (in quanto q0 ∈ ε-closure(q0)). Altrimenti, se q0 ∈ F ′ \ F
per definizione di F ′ si ha che ε-closure(q0) ∩ F ≠ ∅.

Mostreremo per induzione su |x| ≥ 1 che δ̂ ′(q ′
0, x) = δ̂(q0, x).
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δ̂ si può ora definire nel modo seguente:
⎧
⎨

⎩
δ̂(q, ε) = ε-closure(q)

δ̂(q, wa) =
⋃

p∈δ̂(q,w) ε-closure(δ(p, a))

Si noti che in questo caso δ̂(q, a) può essere diverso da δ(q, a). Ad esempio,
nell’automa:

εa
q ′′q ′q ✲✲✚✙

✛✘
✚✙
✛✘

✚✙
✛✘

Si ha che δ(q, a) = {q ′}, mentre δ̂(q, a) =
⋃

p∈δ̂(q,ε) ε-closure(δ(p, a)) = {q ′, q ′′}.

Definiamo dunque il linguaggio accettato dall’automa L(M) = {x ∈ Σ∗ :

δ̂(q0, x) ∩ F ≠ ∅}. Si osservi come per questa classe di linguaggi si potrebbe
assumere che l’insieme F abbia esattamente un elemento.

7. Equivalenza di ε-NFA e NFA

Ogni NFA è, per definizione, un caso particolare di un ε-NFA. Con il seguente
teorema mostreremo che la classe dei linguaggi riconosciuti dagli automi ε-NFA
non estende propriamente quella dei linguaggi riconosciuti da automi NFA:

Teorema 3.12. Sia M = ⟨Q,Σ, δ, q0, F⟩ un ε-NFA. Allora esiste un NFA M ′

tale che L(M) = L(M ′).

Proof. Definisco M ′ = ⟨Q ′,Σ ′, δ ′, q ′
0, F ′⟩ come segue:

• Q ′ = Q,
• Σ ′ = Σ,
• q ′

0 = q0,

• F ′ =

⎧
⎨

⎩
F ∪ {q0} Se ε-closure(q0) ∩ F ≠ ∅

F altrimenti

• δ ′(q, a) = δ̂(q, a).

Dobbiamo mostrare che

δ̂(q0, x) ∩ F ≠ ∅ sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∩ F ′ ≠ ∅ (1)

Se x = ε, si ha che: δ̂(q0, ε) = ε-closure(q0) per definizione.
D’altro canto: δ̂ ′(q0, ε) = {q0}.
Se ε-closure(q0)∩F ≠ ∅ allora, per def. di F ′ vale che q0 ∈ F ′; dunque {q0}∩F ′ ≠ ∅.
Sia ora {q0} ∩ F ′ ≠ ∅. Allora q0 ∈ F ′. Due casi sono possibili: se q0 ∈ F allora
ε-closure(q0) ∩ F ≠ ∅ (in quanto q0 ∈ ε-closure(q0)). Altrimenti, se q0 ∈ F ′ \ F
per definizione di F ′ si ha che ε-closure(q0) ∩ F ≠ ∅.

Mostreremo per induzione su |x| ≥ 1 che δ̂ ′(q ′
0, x) = δ̂(q0, x).
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δ̂ si può ora definire nel modo seguente:
⎧
⎨

⎩
δ̂(q, ε) = ε-closure(q)

δ̂(q, wa) =
⋃

p∈δ̂(q,w) ε-closure(δ(p, a))

Si noti che in questo caso δ̂(q, a) può essere diverso da δ(q, a). Ad esempio,
nell’automa:

εa
q ′′q ′q ✲✲✚✙

✛✘
✚✙
✛✘

✚✙
✛✘

Si ha che δ(q, a) = {q ′}, mentre δ̂(q, a) =
⋃

p∈δ̂(q,ε) ε-closure(δ(p, a)) = {q ′, q ′′}.

Definiamo dunque il linguaggio accettato dall’automa L(M) = {x ∈ Σ∗ :

δ̂(q0, x) ∩ F ≠ ∅}. Si osservi come per questa classe di linguaggi si potrebbe
assumere che l’insieme F abbia esattamente un elemento.

7. Equivalenza di ε-NFA e NFA

Ogni NFA è, per definizione, un caso particolare di un ε-NFA. Con il seguente
teorema mostreremo che la classe dei linguaggi riconosciuti dagli automi ε-NFA
non estende propriamente quella dei linguaggi riconosciuti da automi NFA:

Teorema 3.12. Sia M = ⟨Q,Σ, δ, q0, F⟩ un ε-NFA. Allora esiste un NFA M ′

tale che L(M) = L(M ′).

Proof. Definisco M ′ = ⟨Q ′,Σ ′, δ ′, q ′
0, F ′⟩ come segue:

• Q ′ = Q,
• Σ ′ = Σ,
• q ′

0 = q0,

• F ′ =

⎧
⎨

⎩
F ∪ {q0} Se ε-closure(q0) ∩ F ≠ ∅

F altrimenti

• δ ′(q, a) = δ̂(q, a).

Dobbiamo mostrare che

δ̂(q0, x) ∩ F ≠ ∅ sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∩ F ′ ≠ ∅ (1)

Se x = ε, si ha che: δ̂(q0, ε) = ε-closure(q0) per definizione.
D’altro canto: δ̂ ′(q0, ε) = {q0}.
Se ε-closure(q0)∩F ≠ ∅ allora, per def. di F ′ vale che q0 ∈ F ′; dunque {q0}∩F ′ ≠ ∅.
Sia ora {q0} ∩ F ′ ≠ ∅. Allora q0 ∈ F ′. Due casi sono possibili: se q0 ∈ F allora
ε-closure(q0) ∩ F ≠ ∅ (in quanto q0 ∈ ε-closure(q0)). Altrimenti, se q0 ∈ F ′ \ F
per definizione di F ′ si ha che ε-closure(q0) ∩ F ≠ ∅.

Mostreremo per induzione su |x| ≥ 1 che δ̂ ′(q ′
0, x) = δ̂(q0, x).
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δ̂ si può ora definire nel modo seguente:
⎧
⎨

⎩
δ̂(q, ε) = ε-closure(q)

δ̂(q, wa) =
⋃

p∈δ̂(q,w) ε-closure(δ(p, a))

Si noti che in questo caso δ̂(q, a) può essere diverso da δ(q, a). Ad esempio,
nell’automa:

εa
q ′′q ′q ✲✲✚✙

✛✘
✚✙
✛✘

✚✙
✛✘

Si ha che δ(q, a) = {q ′}, mentre δ̂(q, a) =
⋃

p∈δ̂(q,ε) ε-closure(δ(p, a)) = {q ′, q ′′}.

Definiamo dunque il linguaggio accettato dall’automa L(M) = {x ∈ Σ∗ :

δ̂(q0, x) ∩ F ≠ ∅}. Si osservi come per questa classe di linguaggi si potrebbe
assumere che l’insieme F abbia esattamente un elemento.

7. Equivalenza di ε-NFA e NFA

Ogni NFA è, per definizione, un caso particolare di un ε-NFA. Con il seguente
teorema mostreremo che la classe dei linguaggi riconosciuti dagli automi ε-NFA
non estende propriamente quella dei linguaggi riconosciuti da automi NFA:

Teorema 3.12. Sia M = ⟨Q,Σ, δ, q0, F⟩ un ε-NFA. Allora esiste un NFA M ′

tale che L(M) = L(M ′).

Proof. Definisco M ′ = ⟨Q ′,Σ ′, δ ′, q ′
0, F ′⟩ come segue:

• Q ′ = Q,
• Σ ′ = Σ,
• q ′

0 = q0,

• F ′ =

⎧
⎨

⎩
F ∪ {q0} Se ε-closure(q0) ∩ F ≠ ∅

F altrimenti

• δ ′(q, a) = δ̂(q, a).

Dobbiamo mostrare che

δ̂(q0, x) ∩ F ≠ ∅ sse δ̂ ′(q ′
0, x) ∩ F ′ ≠ ∅ (1)

Se x = ε, si ha che: δ̂(q0, ε) = ε-closure(q0) per definizione.
D’altro canto: δ̂ ′(q0, ε) = {q0}.
Se ε-closure(q0)∩F ≠ ∅ allora, per def. di F ′ vale che q0 ∈ F ′; dunque {q0}∩F ′ ≠ ∅.
Sia ora {q0} ∩ F ′ ≠ ∅. Allora q0 ∈ F ′. Due casi sono possibili: se q0 ∈ F allora
ε-closure(q0) ∩ F ≠ ∅ (in quanto q0 ∈ ε-closure(q0)). Altrimenti, se q0 ∈ F ′ \ F
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The extension of  δ to Strings 



24 1. LINGUAGGI FORMALI

GFED@ABC?>=<89:;q1

0
⌦⌦

GFED@ABCq0

"

OO

"
//

"

✏✏

GFED@ABC?>=<89:;q2

1
⌦⌦

GFED@ABC?>=<89:;q3

0
++ GFED@ABCq4

1

kk
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mostrazione che questo automa e↵ettivamente riconosce il linguaggio desiderato è

banale e deriva dal teorema di equivalenza tra linguaggi denotati da espressioni

regolari e linguaggi regolari.

Ricaviamo dall’"-NFA, l’NFA equivalente. Si ricorda che dato un "-NFA definito

come M = hQ, ⌃, �, q0, Fi esiste sempre un NFA M
0 = hQ, ⌃, �

0
, q0, F

0i tale che

L(M) = L(M 0) dove

• F
0 =
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F [ {q0} Se "-closure(q0) \ F 6= ;
F altrimenti

• �
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che formalmente si scrive M
0 = h{q0, q1, q2, q3, q4}, {0, 1}, �, q0, {q0, q1, q2, q3}i.

Dato l’NFA si ricava il DFA equivalente come visto nell’Esercizio 1.5. Definiamo

la matrice di transizione per il DFA, ottenuta rinominando gli stati nel seguente
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modo: p0 = {q0}, p1 = {q1}, p2 = {q2}, p3 = {q3}, p4 = {q4}, p5 = {q1, q4},
p6 = ;. Gli stati mai raggiungibili da {q0} e quelli non considerati nella traduzione

dell’automa sono omessi per semplicità denotazionale.

0 1

p0 p5 p2

p1 p1 p6

p2 p6 p2

p3 p4 p6

p4 p6 p3

p5 p1 p3

p6 p6 p6

Disegnamo il DFA:

GFED@ABC?>=<89:;p0
0

//

1

✏✏

GFED@ABC?>=<89:;p5
0

//

1

⇢⇢

GFED@ABC?>=<89:;p1

0
⌦⌦

1

xxGFED@ABC?>=<89:;p2

1

JJ

0
//
GFED@ABCp6

0,1

JJ

GFED@ABC?>=<89:;p3
1

oo

0
// GFED@ABCp41

oo

0

ff

definito come M = h{p0, p1, p2, p3, p4, p5, p6}, {0, 1}, �, p0, {p0, p1, p2, p3, p5}i. Sap-

piamo che questo automa riconosce e↵ettivamente il linguaggio desiderato grazie ai

teoremi che regolano le trasformazioni tra espressioni regolari e "-NFA, tra "-NFA

e NFA, e tra NFA e DFA.

Applicando l’algoritmo di minimizzazione, come negli esercizi precedenti, si control-

la se l’automa ottenuto è quello minimo. Per prima cosa partizioniamo gli stati del-

l’automa in due classi: C1 = {p0, p1, p2, p3, p5} e C2 = {p4, p6} dove C1 raccoglie gli

stati finali e C2 gli stati non finali. Partizioniamo quindi le classi, considerando gli

archi etichettati con 0: ovvero otteniamo la partizione {p0, p5, p1}{p2}{p3}{p4, p6},
ripetiamo il processo considerando gli archi etichettati con 1 e otteniamo la parti-

zione {p0, p2, p5}{p3, p1}{p4}{p6}. Intersechiamo ora le due partizioni e otteniamo

{p0, p5}{p2}{p1}{p3}{p4}{p6}. Iteriamo il procedimento considerando nuovamente lo

0: {p0}{p1}{p2}{p3}{p4}{p5}{p6}, a questo punto ci fermiamo dato che ogni classe

contiene un solo stato; questo indica che l’automa è minimo. 2

2. Proprietà dei linguaggi regolari

In questa sezione vedremo come dimostrare alcune proprietà dei linguaggi re-

golari. In particolare utilizzeremo il Pumping Lemma per i linguaggi regolari al

fine di verificare quando un linguaggio non è regolare. A questo scopo quando un

linguaggio risulta essere intuitivamente non regolare, ovvero non contiene una certa

regolarità nella definizione o necessita di una certa memoria per il suo riconosci-

mento allora per ogni costante k, presa una particolare stringa z tale che |z| > k, si

dimostra che per ogni suddivisione di z del tipo z = uvw tale che |uv|  k e |v| > 0,
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For each  ℇ-NFA E there is a NFA N, such that L (E) = L (N).  

Given an  

                       ℇ-NFA E =  

we will build a  

                        NFA N =  

such that 

                                            L (E) = L (N)

(Q,⌃, �E , q0, FE)

<latexit sha1_base64="WPSB034hW0pOjaQET1Wj0+1zJmU=">AAACC3icbVDLSsNAFJ3UV42vqEs3Q4tQoZRECuquKBWXLdoHtCFMJpN26OThzEQooXs3/oobF4q49Qfc+TdO2yy09cDlHs65l5l73JhRIU3zW8utrK6tb+Q39a3tnd09Y/+gLaKEY9LCEYt410WCMBqSlqSSkW7MCQpcRjru6Grqdx4IFzQK7+Q4JnaABiH1KUZSSY5RKDXLsH9LBwFS3SNMIqdehveOWYbXTv0E6rpjFM2KOQNcJlZGiiBDwzG++l6Ek4CEEjMkRM8yY2mniEuKGZno/USQGOERGpCeoiEKiLDT2S0TeKwUD/oRVxVKOFN/b6QoEGIcuGoyQHIoFr2p+J/XS6R/bqc0jBNJQjx/yE8YlBGcBgM9ygmWbKwIwpyqv0I8RBxhqeKbhmAtnrxM2qcVq1q5aFaLtcssjjw4AgVQAhY4AzVwAxqgBTB4BM/gFbxpT9qL9q59zEdzWrZzCP5A+/wBK4CXUg==</latexit>

(Q,⌃, �N , q0, FN )

<latexit sha1_base64="F56Zf+E/LF1oCgOnGdf+xVFlUsU=">AAACC3icbVDLSsNAFJ3UV42vqEs3Q4tQoZRECuquKIir0qJ9QBvCZDJth04ezkyEErp346+4caGIW3/AnX/jpM1CWw9c7uGce5m5x40YFdI0v7Xcyura+kZ+U9/a3tndM/YP2iKMOSYtHLKQd10kCKMBaUkqGelGnCDfZaTjjq9Sv/NAuKBhcCcnEbF9NAzogGIkleQYhVKzDPu3dOgj1T3CJHLqZXjvmGV47dRPoK47RtGsmDPAZWJlpAgyNBzjq++FOPZJIDFDQvQsM5J2grikmJGp3o8FiRAeoyHpKRognwg7md0yhcdK8eAg5KoCCWfq740E+UJMfFdN+kiOxKKXiv95vVgOzu2EBlEsSYDnDw1iBmUI02CgRznBkk0UQZhT9VeIR4gjLFV8aQjW4snLpH1asaqVi2a1WLvM4siDI1AAJWCBM1ADN6ABWgCDR/AMXsGb9qS9aO/ax3w0p2U7h+APtM8fR2qXZA==</latexit>

From ℇ-NFA to NFA



From  ℇ-NFA to NFA

�N (q, a) = b�E(q, a)

<latexit sha1_base64="iAd4w5IWm0+s82DTbH3EiD6KXXo=">AAACEHicbZBNS8NAEIY39bt+RT16CRaxgpREBPUgiCJ4EgWrQlvCZDO1Szcf7k6UEvoTvPhXvHhQxKtHb/4bk7YHbX1h4eWZGWbn9WIpNNn2t1EYG5+YnJqeKc7OzS8smkvLVzpKFMcqj2SkbjzQKEWIVRIk8SZWCIEn8dprH+f163tUWkThJXVibARwG4qm4EAZcs2Nuo+SwD0r323B5kH9QfjYAkr7uOue9Hix6Jolu2L3ZI0aZ2BKbKBz1/yq+xFPAgyJS9C65tgxNVJQJLjEbrGeaIyBt+EWa5kNIUDdSHsHda31jPhWM1LZC8nq0d8TKQRadwIv6wyAWnq4lsP/arWEmnuNVIRxQhjy/qJmIi2KrDwdyxcKOclOZoArkf3V4i1QwCnLMA/BGT551FxtV5ydyv7FTunwaBDHNFtla6zMHLbLDtkpO2dVxtkje2av7M14Ml6Md+Oj31owBjMr7I+Mzx9Zk5uD</latexit>

FN =

⇢
FE [ {q0} if ✏-closure(q0) \ FE 6= ;
FE otherwise

<latexit sha1_base64="sJyG3TTxd9YT3rs5l9ABB8fU0bk="></latexit>

(if a final state 
can be reached 
with an epsilon 
transition 
from the initial 
state)  
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formalmente abbiamo M = h{q0, q1, q2, q3, q4}, {0, 1, "}, �, q0, {q1, q2, q3}i. La di-

mostrazione che questo automa e↵ettivamente riconosce il linguaggio desiderato è

banale e deriva dal teorema di equivalenza tra linguaggi denotati da espressioni

regolari e linguaggi regolari.

Ricaviamo dall’"-NFA, l’NFA equivalente. Si ricorda che dato un "-NFA definito

come M = hQ, ⌃, �, q0, Fi esiste sempre un NFA M
0 = hQ, ⌃, �

0
, q0, F

0i tale che

L(M) = L(M 0) dove

• F
0 =

�
F [ {q0} Se "-closure(q0) \ F 6= ;
F altrimenti

• �
0(q, a) = �̂(q, a).

Definiamo la matrice di transizione di M
0
come

0 1

q0 {q1, q4} {q2}
q1 {q1} ;
q2 ; {q2}
q3 {q4} ;
q4 ; {q3}

Disegnamo M
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:
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che formalmente si scrive M
0 = h{q0, q1, q2, q3, q4}, {0, 1}, �, q0, {q0, q1, q2, q3}i.

Dato l’NFA si ricava il DFA equivalente come visto nell’Esercizio 1.5. Definiamo

la matrice di transizione per il DFA, ottenuta rinominando gli stati nel seguente

ℇ-NFA
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0 = h{q0, q1, q2, q3, q4}, {0, 1}, �, q0, {q0, q1, q2, q3}i.
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che formalmente si scrive M
0 = h{q0, q1, q2, q3, q4}, {0, 1}, �, q0, {q0, q1, q2, q3}i.

Dato l’NFA si ricava il DFA equivalente come visto nell’Esercizio 1.5. Definiamo

la matrice di transizione per il DFA, ottenuta rinominando gli stati nel seguente
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Ricaviamo dall’"-NFA, l’NFA equivalente. Si ricorda che dato un "-NFA definito

come M = hQ, ⌃, �, q0, Fi esiste sempre un NFA M
0 = hQ, ⌃, �

0
, q0, F

0i tale che

L(M) = L(M 0) dove

• F
0 =

�
F [ {q0} Se "-closure(q0) \ F 6= ;
F altrimenti

• �
0(q, a) = �̂(q, a).

Definiamo la matrice di transizione di M
0
come

0 1
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B
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++ GFED@ABCq4

1
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che formalmente si scrive M
0 = h{q0, q1, q2, q3, q4}, {0, 1}, �, q0, {q0, q1, q2, q3}i.

Dato l’NFA si ricava il DFA equivalente come visto nell’Esercizio 1.5. Definiamo

la matrice di transizione per il DFA, ottenuta rinominando gli stati nel seguente
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Concatenation: AB = {ab | a   A, b   B} 2

<latexit sha1_base64="MjhM0/vdD3Mxe6if3/48NS2D8ws=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHnpC9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBQjo3X</latexit>

    Union: A U B 
    Intersection: A ∩ B 
    Difference:  A \ B  
   Complement: A = Σ* - A

Operations on languages: recap.

A⇤ =
1[

i=0

Ai

<latexit sha1_base64="rhtx6FRcwzeiSANnQh1adTUfBNQ=">AAACB3icbVDLSsNAFJ34rPUVdSnIYBHERUmkoC4KrW5cVrAPaNIwmU7aoZNJmJkIIWTnxl9x40IRt/6CO//G6WOhrQcuHM65l3vv8WNGpbKsb2NpeWV1bb2wUdzc2t7ZNff2WzJKBCZNHLFIdHwkCaOcNBVVjHRiQVDoM9L2Rzdjv/1AhKQRv1dpTNwQDTgNKEZKS555VO+dVR2fDnASexmtWnkvcygPVJrDeo96ZskqWxPARWLPSAnM0PDML6cf4SQkXGGGpOzaVqzcDAlFMSN50UkkiREeoQHpaspRSKSbTf7I4YlW+jCIhC6u4ET9PZGhUMo09HVniNRQzntj8T+vm6jg0s0ojxNFOJ4uChIGVQTHocA+FQQrlmqCsKD6VoiHSCCsdHRFHYI9//IiaZ2X7Ur56q5Sql3P4iiAQ3AMToENLkAN3IIGaAIMHsEzeAVvxpPxYrwbH9PWJWM2cwD+wPj8ATt8mPA=</latexit>

Kleene Clousure:

2

<latexit sha1_base64="MjhM0/vdD3Mxe6if3/48NS2D8ws=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHnpC9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBQjo3X</latexit>



Regular Expressions

A regular expression denotes a set of strings. 

Given a finite alphabet Σ, the following constants are defined as regular 
expressions: 

• ∅ denoting the empty set, 
• ε denoting the set {ε}, 
• a in Σ denoting the set containing only the character {a} 

If  r and s  are regular expression denoting the sets R and S, then,  

(r+s),(rs) and r* denotes the set R U S, RS and R*, respectively. 

L(r) indicates  the language denoted by r 

https://en.wikipedia.org/wiki/Alphabet_(computer_science)
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Esercizio 1.9. Si provino o refutino le seguenti identità:

(1) r + s = s + r

(2) r(st) = (rs)t
(3) r

⇤(r + t)⇤ = (r + t)⇤

(4) ;⇤ = "

Soluzione.

(1) r + s = s + r.

Siano R e S gli insiemi associati alle espressioni regolari r e s. Per defi-

nizione si ha che x 2 R + S se e solo se x 2 R _ x 2 S, che equivale a

dire x 2 R + S se e solo se x 2 R [ S. Possiamo perciò concludere che

r + s implica R [ S e che s + r implica S [ R, dove R [ S = S [ R per la

commutatività dell’unione.

(2) r(st) = (rs)t.
Siano R, S e T gli insiemi associati alle espressioni regolari r, s e t. Si deve

mostrare che R(ST) = (RS)T , ovvero che x 2 R(ST) se e solo se x 2 (RS)T :

x 2 R(ST) , x = ry con r 2 R, y 2 ST

, x = rst con r 2 R, s 2 S, t 2 T

, x = vt con v 2 RS, t 2 T

, x 2 (RS)T

(3) r
⇤(r + t)⇤ = (r + t)⇤.

Siano R e T gli insiemi associati alle espressioni regolari r e t. Si deve

mostrare che R
⇤(R + T)⇤ = (R + T)⇤. Per ottenere questo verifichiamo

l’inclusione nei due sensi. Dimostriamo (R + T)⇤ ✓ R
⇤(R + T)⇤ Sia x 2

(R + T)⇤ allora x = x" 2 R
⇤(R + T)⇤. Dimostriamo invece R

⇤(R + T)⇤ ✓
(R + T)⇤. Se x 2 R

⇤(R + T)⇤ allora x = ru con r 2 R
⇤

e u 2 (R + T)⇤,
allora r 2 R

⇤
vuol dire che r = w1 . . . wm con wi 2 R e u 2 (R + T)⇤

vuol dire che u = v1 . . . vn dove vi 2 R oppure vi 2 T . Quindi si ha

che x = ru = (w1 . . . wmv1 . . . vn) 2 (R + T)⇤. Si è quindi dimostrata

l’uguaglianza.

(4) ;⇤ = ".

L’uguaglianza non è vera, dato che ;⇤ è l’insieme vuoto, mentre " = {"} è

l’insieme che contiene unicamente la striga vuota " (quindi è non vuoto).

2

Esercizio 1.10. Si determini l’automa deterministico minimo per il linguaggio
denotato dall’espressione regolare: (0⇤ + 1

⇤ + (01)⇤).

Soluzione. Costruiamo l’"-NFA che riconosce tale linguaggio:

2

'2 ^ display2 = s.x/x .’vendor := ’vendor2’’)

(('1 ^ display1 = s.x ) _

('2 ^ display2 = s.x ))

¬(x = baseUrl) ^ x 2 display1 _ x 2 display2

L =
�

x
�� 9n 2 N. x = 0n _ x = 1n _ x = (01)n

 

Examples

• a|b* denotes  
 {ε, "a", "b", "bb", "bbb", ...} 

• (a|b)* denotes  
       all the strings formed with  “a"  and  “b"  
• ab*(c|ε) denotes  

the set of strings starting with "a", then zero or more “b"s 
      and finally optionally a “c" 
• (0|(1(01*0)*1))*  

denotes the set of binary numbers that are multiples of 3
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Theorem 3 

For each  DFA D, there is a regular expression r such that L(D)=L(r). 

Turning a DFA into a RE

Construction:  

• Eliminates states of the automaton and replaces the edges with regular  

   expressions that includes the behavior of the eliminated states.   

• Eventually we get down to the situation with just a start and final node,  

      and this is easy to express as a RE



 

q1

qk

s

p1

pm

.

.

.

.

.

.

R1m

R11

SQ1

QK

Rkm

Rk1

P1

Pm

 

q1

qk

p1

pm

.

.

.

R11+Q1S*P1

Rkm+QkS*Pm

.

.

.
Rk1+QkS*P1

R1m+Q1S*Pm

Note: q and p may be the same state!

• Consider the figure below, which shows a generic state s about to be 
eliminated.  The labels on all edges are regular expressions. 

• To remove s, we must make labels from each qi to p1 up to pm that include 
the paths we could have made through s. 

State Elimination



Starting with intermediate states and then moving to accepting 
states, apply the state elimination process to produce an 
equivalent automaton with regular expression labels on the 
edges.  
•   The result will be some  (one or more than one)  state 

automaton with a start state and accepting state.

        DFA to RE via State Elimination 



 

Start
S

R

T

U

We can describe this automaton as:  (R+SU*T)*SU*

DFA to RE State Elimination (2)

If the two states are different, we will have an automaton 
that looks like the following:



Start

R

We can describe this automaton as simply R*.

If the start state is also an accepting state, then we must also 
perform a state elimination from the original automaton that 
gets rid of every state but the start state.  This leaves the 
following:

DFA to RE State Elimination (3)



DFA to RE State Elimination (4)

If there are n accepting states, we must repeat the above steps for 
each accepting states to get n different regular expressions, R1, R2, 
… Rn.  For each repeat we turn any other accepting state to non-
accepting.  The desired regular expression for the automaton is 
then the union of each of the n regular expressions:  R1∪ R2… ∪ RN



3Start 1 2
1 1

0

0

0,1

3Start 1 2
1 1

0

0

0+1

DFAàRE Example

• Convert the following to a RE 

• First convert the edges to RE’s:



3Start 1 2
1 1

0

0

0+1

3Start 2
11

0+10 0+1

Note edge from 3à3

Answer:  (0+10)*11(0+1)*

DFA à RE Example (2)
• we want to eliminate State 1: 

• obtaining:



1Start 2 3
1 1

0

1

00

1Start 3

0 0+10*1

10*1

Third Example

• Automata that accepts even number of 1’s 

• Eliminate state 2:



1Start 3

0 0+10*1

10*1

1Start

0

This is just 0*;  can ignore going to state 3 
since we would “die”

3

0+10*1

10*1

Third Example (2)

• Two accepting states, turn off state 3 first



1Start 3

0 0+10*1

10*1

This is just 0*10*1(0+10*1)* 

Combine from previous slide to get 
0* + 0*10*1(0+10*1)*

1Start 3

0 0+10*1

10*1

Second Example (3)

• Turn off state 1 second:
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Converting a RE to an Automata

• We can convert a RE to an ε-NFA 
– Inductive construction 
– Start with a simple basis, use that to build more 

complex parts of the NFA



R=a

R=ε

a

ε

R=Ø

Next slide: More complex RE’s

RE to ε-NFA

• Basis:



R=S+T
S

T

ε

ε

ε

ε

R=ST S T
ε

R=S* S
ε

ε

ε
ε



a
a

b
b

ab
a bε

RE to ε-NFA Example

• Convert R= (ab+a)* to an NFA 
– We proceed in stages, starting from simple elements and 

working our way up 



ab+a
a bε

a

ε

ε

ε

ε

(ab+a)* a bε

a

ε

ε

ε

ε

ε
ε

ε

ε

RE to ε-NFA Example (2)

ε
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vuol dire che u = v1 . . . vn dove vi 2 R oppure vi 2 T . Quindi si ha

che x = ru = (w1 . . . wmv1 . . . vn) 2 (R + T)⇤. Si è quindi dimostrata

l’uguaglianza.

(4) ;⇤ = ".

L’uguaglianza non è vera, dato che ;⇤ è l’insieme vuoto, mentre " = {"} è

l’insieme che contiene unicamente la striga vuota " (quindi è non vuoto).

2

Esercizio 1.10. Si determini l’automa deterministico minimo per il linguaggio
denotato dall’espressione regolare: (0⇤ + 1

⇤ + (01)⇤).

Soluzione. Costruiamo l’"-NFA che riconosce tale linguaggio:

2

'2 ^ display2 = s.x/x .’vendor := ’vendor2’’)

(('1 ^ display1 = s.x ) _

('2 ^ display2 = s.x ))

¬(x = baseUrl) ^ x 2 display1 _ x 2 display2

L =
�

x
�� 9n 2 N. x = 0n _ x = 1n _ x = (01)n
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GFED@ABC?>=<89:;q1

0
⌦⌦

GFED@ABCq0

"

OO

"
//

"

✏✏

GFED@ABC?>=<89:;q2

1
⌦⌦

GFED@ABC?>=<89:;q3

0
++ GFED@ABCq4

1

kk

formalmente abbiamo M = h{q0, q1, q2, q3, q4}, {0, 1, "}, �, q0, {q1, q2, q3}i. La di-

mostrazione che questo automa e↵ettivamente riconosce il linguaggio desiderato è

banale e deriva dal teorema di equivalenza tra linguaggi denotati da espressioni

regolari e linguaggi regolari.

Ricaviamo dall’"-NFA, l’NFA equivalente. Si ricorda che dato un "-NFA definito

come M = hQ, ⌃, �, q0, Fi esiste sempre un NFA M
0 = hQ, ⌃, �

0
, q0, F

0i tale che

L(M) = L(M 0) dove

• F
0 =

�
F [ {q0} Se "-closure(q0) \ F 6= ;
F altrimenti

• �
0(q, a) = �̂(q, a).

Definiamo la matrice di transizione di M
0
come

0 1

q0 {q1, q4} {q2}
q1 {q1} ;
q2 ; {q2}
q3 {q4} ;
q4 ; {q3}

Disegnamo M
0
:

GFED@ABC?>=<89:;q1

0
⌦⌦

GFED@ABC?>=<89:;q0

0

OO

1
//

0

  

BB
BB

BB
BB

BB
B

GFED@ABC?>=<89:;q2

1
⌦⌦

GFED@ABC?>=<89:;q3 0
++ GFED@ABCq4

1

kk

che formalmente si scrive M
0 = h{q0, q1, q2, q3, q4}, {0, 1}, �, q0, {q0, q1, q2, q3}i.

Dato l’NFA si ricava il DFA equivalente come visto nell’Esercizio 1.5. Definiamo

la matrice di transizione per il DFA, ottenuta rinominando gli stati nel seguente

ℇ-NFA

Esempio: from RE to ℇ-NFA



What have we shown?

• Regular expressions, finite state automata and regular grammars 
are really  different ways of expressing the same thing.   

• In some cases you may find it easier to start with one and move 
to the other 
– E.g., the language of an even number of one’s is typically 

easier to design as a NFA or DFA and then convert it to a 
RE



Not all languages are regular!

• L={ anbn | n ∈ Nat }



k0

∀z∈Lu v w

∈Lv v

v v v ∈L

∈L

Pumping Lemma

Given L an infinite regular language then there exists an integer k such  

that for any string                            it is possible  to split z  into 3 
substrings 
             z = uvw with |uv|  k, |v| > 0 such that 8i 2 N, uviw 2 L

<latexit sha1_base64="SVExWsqr0NO/XDaRJeOs0m70rKc="></latexit>

z 2 L.|z| � k

<latexit sha1_base64="ozge/dzxHemHOzK/lOWUBxod5BM=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ3UV42vaJduBovgKiQiqLuiGxcuKtgHtKFMppN26GQSZyZCmtZfceNCEbd+iDv/xkmbhbYeuHA4517uvcePGZXKcb6N0srq2vpGedPc2t7Z3bP2D5oySgQmDRyxSLR9JAmjnDQUVYy0Y0FQ6DPS8kfXud96JELSiN+rNCZeiAacBhQjpaWeVRl3KYe39mQ86Q7IAxyZptmzqo7tzACXiVuQKihQ71lf3X6Ek5BwhRmSsuM6sfIyJBTFjEzNbiJJjPAIDUhHU45CIr1sdvwUHmulD4NI6OIKztTfExkKpUxDX3eGSA3lopeL/3mdRAUXXkZ5nCjC8XxRkDCoIpgnAftUEKxYqgnCgupbIR4igbDSeeUhuIsvL5Pmqe2e2Zd3Z9XaVRFHGRyCI3ACXHAOauAG1EEDYJCCZ/AK3own48V4Nz7mrSWjmKmAPzA+fwCU0ZNw</latexit>



The PL gives a necessary condition, that can be used to prove that a 
language is not regular! 

   If                                                  for all possible splitting 

    then L is not a regular language!

Negating the PL

8k 2 N 9z 2 L.|z| � k

<latexit sha1_base64="CKk8OryWzeVG3+41VvmxjXt/Hgk=">AAACIHicbVBNS8NAEN34bfyqevSyWARPJRFBxYvoxYNIBVuFppTNdlKXbjZxdyLW2J/ixb/ixYMietNf46b24NcsC4/3Zpg3L0ylMOh5787I6Nj4xOTUtDszOze/UFpcqpsk0xxqPJGJPg+ZASkU1FCghPNUA4tDCWdh96DQz65AG5GoU+yl0IxZR4lIcIaWapW2gijRTEraDYSiAcI1hlF+3KfBrn1wbR0YelNoR5Xbm9ugA5e067puq1T2Kt6g6F/gD0GZDKvaKr0F7YRnMSjkkhnT8L0UmznTKLiEvhtkBlLGu6wDDQsVi8E088GBfbpmmTa1Tu1XSAfs94mcxcb04tB2xgwvzG+tIP/TGhlG281cqDRDUPxrUZRJigkt0qJtoYGj7FnAuBbWK+UXTDOONtMiBP/3yX9BfaPib1Z2TjbLe/vDOKbIClkl68QnW2SPHJIqqRFO7sgDeSLPzr3z6Lw4r1+tI85wZpn8KOfjE/Ajois=</latexit>

z = uvw with |uv|  k, |v| > 0 9i 2 N such that uviw 62 L

<latexit sha1_base64="LQD8IwH35c2PNgVb8XlgZK/ANCg="></latexit>



• L={ anbn | n ∈ Nat }, consider  k ∈ N 
• Let z = akbk

u v w

ak bk

z∈L,  |v|=i,

|uv| > k

Esempio



✴ Sia L={ anbn | n ∈ Nat }, prendiamo k ∈ Nat 

✴ Sia z = akbk

u v w

ak bk

z∈L,  |v|=i,

v2

ak+ibk ∈L
i ≠ 0

Esempio

• L={ anbn | n ∈ Nat }, consider  k ∈ N 
• Let z = akbk



Property of Regular languages
The regular languages are closed with respect to the union, 
concatenation and Kleene closure. 
 
The complement of a regular language is always regular.

• The regular language are closed under intersection  

Decision Properties: 
Approximately all the properties are decidable in case of finite 
automaton. 

(i) Emptiness  
(ii) Non-emptiness  
(iii) Finiteness  
(iv) Infiniteness  
(v) Membership  

https://www.geeksforgeeks.org/decidable-and-undecidable-problems-in-theory-of-computation/


DFA Minimization

● Some states can be redundant: 
— The following DFA accepts (a|b)+ 
— State s1 is not necessary



DFA Minimization

● The task of DFA Minimization is to automatically 
transform a given DFA into a state-minimized DFA 

— Several algorithms and variants are known



DFA Minimization Algorithm

● Recall that a DFA M=(Q, Σ, δ, q0, F)  

● Two states p and q are distinct if 
— p in F and q not in F or vice versa, or 
— for some α in Σ, δ(p, α) and δ(q, α) are distinct 

● Using this inductive definition, we can calculate which states 
are distinct



DFA Minimization Algorithm

● Create lower-triangular table DISTINCT, initially blank 
● For every pair of states (p,q): 

— If p is final and q is not, or vice versa 
→DISTINCT(p,q) = ε 

● Loop until no change for an iteration: 
— For every pair of states (p,q) and each symbol α  

→If DISTINCT(p,q) is blank and  
DISTINCT( δ(p,α), δ(q,α) ) is not blank 
▪ DISTINCT(p,q) = α 

● Combine all states that are not distinct 



s0
s1
s2

s0 s1 s2

Very Simple Example



s0
s1 ε
s2 ε

s0 s1 s2

Label pairs with ε where one is a final state and the other is not

Very Simple Example



s0
s1 ε
s2 ε

s0 s1 s2

Main loop (no changes occur)

Very Simple Example

→DISTINCT(p,q) is blank and  
DISTINCT( δ(p,α), δ(q,α) ) is not blank 
▪ DISTINCT(p,q) = α 



s0
s1 ε
s2 ε

s0 s1 s2

DISTINCT(s1, s2) is empty, so s1 and s2 are equivalent states

Very Simple Example



Merge s1 and s2

Very Simple Example

a,b



More Complex Example



More Complex Example

● Check for pairs with one state final and one 
not:



More Complex Example
● First iteration of main loop:



More Complex Example
● Second iteration of main loop:



More Complex Example
● Third iteration makes no changes 

— Blank cells are equivalent pairs of states



More Complex Example

● Combine equivalent states for minimized DFA:



Conclusion

● DFA Minimization is a fairly understandable process, and is 
useful in several areas 
— Regular expression matching implementation 
— Very similar algorithm is used for compiler 

optimization to eliminate duplicate 
computations 

● The algorithm described is O(kn2) 
— John Hopcraft describes another more 

complex algorithm that is O(k (n log n) )



Linguaggi Context Free



A Context free Grammar (Σ, N, S, P) is a generative grammar,  
where 

• every production has the form  U → V  

where U belongs to  N  and V belongs to   (Σ ∪ N) . 

• only for the  starting symbol S, we can have  S→ ε   

Context free Grammars

+



CHAPTER 6

Grammatiche libere dal contesto

U na grammatica è, intuitivamente, un insieme di regole che permettono di
generare un linguaggio. Un ruolo fondamentale tra le grammatiche è costitu-

ito dalle grammatiche libere dal contesto mediante le quali vengono solitamente
descritti i linguaggi di programmazione.

1. Definizione formale

Una grammatica libera dal contesto (CF) è una quadrupla G = ⟨V, T, P, S⟩, ove:

• V è un insieme finito di variabili (dette anche simboli non terminali),
• T è un insieme finito di simboli terminali (V ∩ T = ∅),
• P è un insieme finito di produzioni; ogni produzione è della forma A→ α,1

ove:
– A ∈ V è una variabile, e
– α ∈ (V ∪ T)∗.

• S ∈ V è una variabile speciale, detta simbolo iniziale.

Esempio 6.1. Sia G la grammatica seguente:

G = {{E}, {or, and, not, (, ), 0, 1}, P, E}

ove P è costituito da:

E &→ 0

E &→ 1

E &→ (E or E)

E &→ (E and E)

E &→ (not E)

Come vedremo, G genererà le possibili espressioni booleane.

Notazione 6.2. Per le grammatiche saranno utilizzate le seguenti notazioni:
lettere maiuscole A, B, C, D, E, S denotano variabili, S—a meno che non sia esplici-
tamente detto il contrario—il simbolo iniziale. a, b, c, d, e, 0, 1 denotano simboli
terminali; X, Y, Z denotano simboli che possono essere sia terminali che variabili;

1Oppure, equivalentemente, si può vedere come una coppia ⟨A,α⟩ ∈ V × (V ∪ T)∗.
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ito dalle grammatiche libere dal contesto mediante le quali vengono solitamente
descritti i linguaggi di programmazione.

1. Definizione formale

Una grammatica libera dal contesto (CF) è una quadrupla G = ⟨V, T, P, S⟩, ove:
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• P è un insieme finito di produzioni; ogni produzione è della forma A→ α,1
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Example

E, P
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u, v, w, x, y, z denotano stringhe di terminali, α,β,γ, δ stringhe generiche di sim-
boli (sia terminali che non). Se A → α1, . . . , A → αn ∈ P, esprimeremo questo
fatto scrivendo: A → α1| · · · |αn. Con A-produzione denoteremo una generica
produzione con la variabile A a sinistra.

La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).
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G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:
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La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
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Esempio
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associamo al gruppo dalla seconda in poi una nuova variabile mediante una tran-

sizione e sostituiamo nelle transizioni esistenti. In altri esercizi verrà richiesto di

dimostrare che un linguaggio è CF, per far ciò è su�ciente mostrare una gramma-

tica CF che lo genera e dimostrare che ciò avviene. Ovvero bisogna dimostrare che

ogni stringa appartiene al linguaggio se e solo se è generata dalla grammatica. In

particolare si dimostra per induzione sulla lunghezza della stringa che ogni stringa

nel linguaggio è generata dalla grammatica e si dimostra per induzione sulla lun-

ghezza della derivazione che se esiste una derivazione nella grammatica allora la

stringa generata sta nel linguaggio.

Infine facciamo vedere come è possibile trasformare una generica grammatica in una

in forma normale di Greibach e come si definisce l’automa a pila corrispondente.

Esercizio 3.1. Si definisca la grammatica CF in forma normale di Chomsky
che genera tutte le stringhe palindrome sull’alfabeto {0, 1} (ad esempio abbiamo che
00100, 010010 sono palindrome mentre 0101, 01001 non lo sono).

Soluzione. Consideriamo la seguente grammatica che genera stringhe palindrome

sui simboli 0, 1:

S ! "|0|1|0S0|1S1

Dimostriamo che tale grammatica genera e↵ettivamente tutte e solo le stringhe pa-

lindromi. In particolare dobbiamo dimostrare che se x è palindrome allora esiste

una derivazione S )⇤ x e che se esiste una derivazione S )⇤ x allora x è palindro-

me. Il primo fatto viene dimostrato per induzione sulla lunghezza |x| della stringa

x, mentre il secondo fatto viene dimostrato per induzione sulla lunghezza k della

derivazione.

1. x palindrome allora S )⇤ x: Per induzione su |x|.

Base: |x|=0, ovvero x = ", ed è evidente che S ! ".

Induzione: Supponiamo che per ogni y palindrome tale che |y| < k esiste

una derivazione S )⇤ y. Consideriamo x palindrome tale che |x| = k. Se

x è palindrome allora x = uv oppure x = uav con a 2 {0, 1} e u, v 2 {0, 1}⇤

tali che v è uguale a u rovesciata. Se x = uv allora x = u
0
aav

0
, con

a 2 {0, 1}, u = u
0
a e v = av

0
. Consideriamo ora y = u

0
v
0
, è facile

verificare che y è ancora palindrome ed è tale che |y| < k, allora per ipotesi

induttiva abbiamo che S )⇤ y = u
0
v
0
. Ma allora esiste la derivazione

S )⇤ u
0
Sv

0
per cui possiamo costruire la seguente derivazione:

S )⇤ u
0
Sv

0 ! u
0
aSav

0 ! u
0
aav

0 = x

Quindi abbiamo trovato una derivazione per x. Analogo il caso in cui

x = uav.

2. S )k x allora x palindrome: Per induzione su k.

Base: k = 1 allora S ! ", S ! 0 e S ! 1, dove ", 0, 1 sono tutte palindromi.

Induzione: Supponiamo che se S )k x allora x è palindrome, vediamo cosa

succede se prendiamo una derivazione lunga k+1. Se x è palindrome allora

x = uv oppure x = uav con a 2 {0, 1} e u, v 2 {0, 1}⇤, tali che v è uguale

a u rovesciata. In ogni caso avere una derivazione per x significa avere

la derivazione S )k-1 uSv, allora possiamo vedere cosa può succedere ad

z = {x 2 {0, 1}⇤ | x = xR}
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Given a grammar (Σ, N, S, P). 
The parse tree is the graph representation of a derivation, 
 which can be defined in the following way: 

• every node has a label in Σ U N U {ε},  

• the label of the root  and of every internal node  belongs to N, 

• if a node is labeled with A and has m children labeled with X1,. …, Xk 
then   the production A->X1…Xk belongs to P, 

• if a node is labeled with ε then is a leaf and is an  only child, 

• Every leaf is labelled with a symbol in Σ U {ε}. 

Parse tree
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u, v, w, x, y, z denotano stringhe di terminali, α,β,γ, δ stringhe generiche di sim-
boli (sia terminali che non). Se A → α1, . . . , A → αn ∈ P, esprimeremo questo
fatto scrivendo: A → α1| · · · |αn. Con A-produzione denoteremo una generica
produzione con la variabile A a sinistra.

La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).
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Per quanto dimostrato nell’esempio 5.3 usando il pumping lemma, il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0} non è un linguaggio regolare. Pertanto l’insieme dei linguaggi
regolari e quello dei linguaggi CF non sono lo stesso insieme. Vedremo, comunque,
che il primo insieme è incluso nel secondo.

Esempio 6.5. La grammatica dell’Esempio 6.1 genera tutte le espressioni
booleane (si dimostri questo fatto per per induzione sulla struttura dell’espressione).

3. Alberi di derivazione

Le derivazioni generate da una grammatica vengono ben visualizzate mediante
l’ausilio di strutture dati ad albero.

Sia G = ⟨V, T, P, S⟩ una grammatica CF. Un albero è un albero di derivazione
(parse tree) per G se:

(1) ogni vertice ha una etichetta, presa tra V ∪ T ∪ {ε};
(2) l’etichetta della radice appartiene a V ;
(3) ogni vertice interno (ovvero, non una foglia) ha etichetta appartenente a

V ;
(4) se un vertice n è etichettato con A e n1, . . . , nk sono (ordinatamente, da

sinistra a destra) i vertici figli di A etichettati con X1, . . . , Xk, allora

A→ X1 · · ·Xk ∈ P ;

(5) se un vertice n ha etichetta ε, allora n è una foglia ed è l’unico figlio di
suo padre.

Si noti che la definizione di albero non impone che tutte le foglie siano etichet-
tate con simboli terminali. L’albero avente un solo nodo etichettato da S è un
caso particolare di albero di derivazione. Gli alberi verrano utilizzati per dare
una controparte grafica delle derivazioni. Se vi sono foglie etichettate con simboli
non terminali, allora l’albero rappresenta una derivazione parziale. Diremo che un
albero descrive una stringa α ∈ (V ∪ T)∗ se α è proprio la stringa che possiamo
leggere dalle etichette delle foglie da sinistra a destra.

Esempio 6.6. La grammatica dell’esempio 6.1 genera, in particolare, la stringa
w = ((0 or 1) and (not 0)). La derivazione per w è rappresentata dall’albero
seguente (che descrive w):

E
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u, v, w, x, y, z denotano stringhe di terminali, α,β,γ, δ stringhe generiche di sim-
boli (sia terminali che non). Se A → α1, . . . , A → αn ∈ P, esprimeremo questo
fatto scrivendo: A → α1| · · · |αn. Con A-produzione denoteremo una generica
produzione con la variabile A a sinistra.

La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).

3. ALBERI DI DERIVAZIONE 59

Per quanto dimostrato nell’esempio 5.3 usando il pumping lemma, il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0} non è un linguaggio regolare. Pertanto l’insieme dei linguaggi
regolari e quello dei linguaggi CF non sono lo stesso insieme. Vedremo, comunque,
che il primo insieme è incluso nel secondo.

Esempio 6.5. La grammatica dell’Esempio 6.1 genera tutte le espressioni
booleane (si dimostri questo fatto per per induzione sulla struttura dell’espressione).

3. Alberi di derivazione

Le derivazioni generate da una grammatica vengono ben visualizzate mediante
l’ausilio di strutture dati ad albero.

Sia G = ⟨V, T, P, S⟩ una grammatica CF. Un albero è un albero di derivazione
(parse tree) per G se:

(1) ogni vertice ha una etichetta, presa tra V ∪ T ∪ {ε};
(2) l’etichetta della radice appartiene a V ;
(3) ogni vertice interno (ovvero, non una foglia) ha etichetta appartenente a

V ;
(4) se un vertice n è etichettato con A e n1, . . . , nk sono (ordinatamente, da

sinistra a destra) i vertici figli di A etichettati con X1, . . . , Xk, allora

A→ X1 · · ·Xk ∈ P ;

(5) se un vertice n ha etichetta ε, allora n è una foglia ed è l’unico figlio di
suo padre.

Si noti che la definizione di albero non impone che tutte le foglie siano etichet-
tate con simboli terminali. L’albero avente un solo nodo etichettato da S è un
caso particolare di albero di derivazione. Gli alberi verrano utilizzati per dare
una controparte grafica delle derivazioni. Se vi sono foglie etichettate con simboli
non terminali, allora l’albero rappresenta una derivazione parziale. Diremo che un
albero descrive una stringa α ∈ (V ∪ T)∗ se α è proprio la stringa che possiamo
leggere dalle etichette delle foglie da sinistra a destra.

Esempio 6.6. La grammatica dell’esempio 6.1 genera, in particolare, la stringa
w = ((0 or 1) and (not 0)). La derivazione per w è rappresentata dall’albero
seguente (che descrive w):
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u, v, w, x, y, z denotano stringhe di terminali, α,β,γ, δ stringhe generiche di sim-
boli (sia terminali che non). Se A → α1, . . . , A → αn ∈ P, esprimeremo questo
fatto scrivendo: A → α1| · · · |αn. Con A-produzione denoteremo una generica
produzione con la variabile A a sinistra.

La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).

3. ALBERI DI DERIVAZIONE 59

Per quanto dimostrato nell’esempio 5.3 usando il pumping lemma, il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0} non è un linguaggio regolare. Pertanto l’insieme dei linguaggi
regolari e quello dei linguaggi CF non sono lo stesso insieme. Vedremo, comunque,
che il primo insieme è incluso nel secondo.

Esempio 6.5. La grammatica dell’Esempio 6.1 genera tutte le espressioni
booleane (si dimostri questo fatto per per induzione sulla struttura dell’espressione).

3. Alberi di derivazione

Le derivazioni generate da una grammatica vengono ben visualizzate mediante
l’ausilio di strutture dati ad albero.

Sia G = ⟨V, T, P, S⟩ una grammatica CF. Un albero è un albero di derivazione
(parse tree) per G se:

(1) ogni vertice ha una etichetta, presa tra V ∪ T ∪ {ε};
(2) l’etichetta della radice appartiene a V ;
(3) ogni vertice interno (ovvero, non una foglia) ha etichetta appartenente a

V ;
(4) se un vertice n è etichettato con A e n1, . . . , nk sono (ordinatamente, da

sinistra a destra) i vertici figli di A etichettati con X1, . . . , Xk, allora

A→ X1 · · ·Xk ∈ P ;

(5) se un vertice n ha etichetta ε, allora n è una foglia ed è l’unico figlio di
suo padre.

Si noti che la definizione di albero non impone che tutte le foglie siano etichet-
tate con simboli terminali. L’albero avente un solo nodo etichettato da S è un
caso particolare di albero di derivazione. Gli alberi verrano utilizzati per dare
una controparte grafica delle derivazioni. Se vi sono foglie etichettate con simboli
non terminali, allora l’albero rappresenta una derivazione parziale. Diremo che un
albero descrive una stringa α ∈ (V ∪ T)∗ se α è proprio la stringa che possiamo
leggere dalle etichette delle foglie da sinistra a destra.

Esempio 6.6. La grammatica dell’esempio 6.1 genera, in particolare, la stringa
w = ((0 or 1) and (not 0)). La derivazione per w è rappresentata dall’albero
seguente (che descrive w):
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u, v, w, x, y, z denotano stringhe di terminali, α,β,γ, δ stringhe generiche di sim-
boli (sia terminali che non). Se A → α1, . . . , A → αn ∈ P, esprimeremo questo
fatto scrivendo: A → α1| · · · |αn. Con A-produzione denoteremo una generica
produzione con la variabile A a sinistra.

La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).
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Per quanto dimostrato nell’esempio 5.3 usando il pumping lemma, il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0} non è un linguaggio regolare. Pertanto l’insieme dei linguaggi
regolari e quello dei linguaggi CF non sono lo stesso insieme. Vedremo, comunque,
che il primo insieme è incluso nel secondo.

Esempio 6.5. La grammatica dell’Esempio 6.1 genera tutte le espressioni
booleane (si dimostri questo fatto per per induzione sulla struttura dell’espressione).

3. Alberi di derivazione

Le derivazioni generate da una grammatica vengono ben visualizzate mediante
l’ausilio di strutture dati ad albero.

Sia G = ⟨V, T, P, S⟩ una grammatica CF. Un albero è un albero di derivazione
(parse tree) per G se:

(1) ogni vertice ha una etichetta, presa tra V ∪ T ∪ {ε};
(2) l’etichetta della radice appartiene a V ;
(3) ogni vertice interno (ovvero, non una foglia) ha etichetta appartenente a

V ;
(4) se un vertice n è etichettato con A e n1, . . . , nk sono (ordinatamente, da

sinistra a destra) i vertici figli di A etichettati con X1, . . . , Xk, allora

A→ X1 · · ·Xk ∈ P ;

(5) se un vertice n ha etichetta ε, allora n è una foglia ed è l’unico figlio di
suo padre.

Si noti che la definizione di albero non impone che tutte le foglie siano etichet-
tate con simboli terminali. L’albero avente un solo nodo etichettato da S è un
caso particolare di albero di derivazione. Gli alberi verrano utilizzati per dare
una controparte grafica delle derivazioni. Se vi sono foglie etichettate con simboli
non terminali, allora l’albero rappresenta una derivazione parziale. Diremo che un
albero descrive una stringa α ∈ (V ∪ T)∗ se α è proprio la stringa che possiamo
leggere dalle etichette delle foglie da sinistra a destra.

Esempio 6.6. La grammatica dell’esempio 6.1 genera, in particolare, la stringa
w = ((0 or 1) and (not 0)). La derivazione per w è rappresentata dall’albero
seguente (che descrive w):
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u, v, w, x, y, z denotano stringhe di terminali, α,β,γ, δ stringhe generiche di sim-
boli (sia terminali che non). Se A → α1, . . . , A → αn ∈ P, esprimeremo questo
fatto scrivendo: A → α1| · · · |αn. Con A-produzione denoteremo una generica
produzione con la variabile A a sinistra.

La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).
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Per quanto dimostrato nell’esempio 5.3 usando il pumping lemma, il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0} non è un linguaggio regolare. Pertanto l’insieme dei linguaggi
regolari e quello dei linguaggi CF non sono lo stesso insieme. Vedremo, comunque,
che il primo insieme è incluso nel secondo.

Esempio 6.5. La grammatica dell’Esempio 6.1 genera tutte le espressioni
booleane (si dimostri questo fatto per per induzione sulla struttura dell’espressione).

3. Alberi di derivazione

Le derivazioni generate da una grammatica vengono ben visualizzate mediante
l’ausilio di strutture dati ad albero.

Sia G = ⟨V, T, P, S⟩ una grammatica CF. Un albero è un albero di derivazione
(parse tree) per G se:

(1) ogni vertice ha una etichetta, presa tra V ∪ T ∪ {ε};
(2) l’etichetta della radice appartiene a V ;
(3) ogni vertice interno (ovvero, non una foglia) ha etichetta appartenente a

V ;
(4) se un vertice n è etichettato con A e n1, . . . , nk sono (ordinatamente, da

sinistra a destra) i vertici figli di A etichettati con X1, . . . , Xk, allora

A→ X1 · · ·Xk ∈ P ;

(5) se un vertice n ha etichetta ε, allora n è una foglia ed è l’unico figlio di
suo padre.

Si noti che la definizione di albero non impone che tutte le foglie siano etichet-
tate con simboli terminali. L’albero avente un solo nodo etichettato da S è un
caso particolare di albero di derivazione. Gli alberi verrano utilizzati per dare
una controparte grafica delle derivazioni. Se vi sono foglie etichettate con simboli
non terminali, allora l’albero rappresenta una derivazione parziale. Diremo che un
albero descrive una stringa α ∈ (V ∪ T)∗ se α è proprio la stringa che possiamo
leggere dalle etichette delle foglie da sinistra a destra.

Esempio 6.6. La grammatica dell’esempio 6.1 genera, in particolare, la stringa
w = ((0 or 1) and (not 0)). La derivazione per w è rappresentata dall’albero
seguente (che descrive w):
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u, v, w, x, y, z denotano stringhe di terminali, α,β,γ, δ stringhe generiche di sim-
boli (sia terminali che non). Se A → α1, . . . , A → αn ∈ P, esprimeremo questo
fatto scrivendo: A → α1| · · · |αn. Con A-produzione denoteremo una generica
produzione con la variabile A a sinistra.

La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).
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Per quanto dimostrato nell’esempio 5.3 usando il pumping lemma, il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0} non è un linguaggio regolare. Pertanto l’insieme dei linguaggi
regolari e quello dei linguaggi CF non sono lo stesso insieme. Vedremo, comunque,
che il primo insieme è incluso nel secondo.

Esempio 6.5. La grammatica dell’Esempio 6.1 genera tutte le espressioni
booleane (si dimostri questo fatto per per induzione sulla struttura dell’espressione).

3. Alberi di derivazione

Le derivazioni generate da una grammatica vengono ben visualizzate mediante
l’ausilio di strutture dati ad albero.

Sia G = ⟨V, T, P, S⟩ una grammatica CF. Un albero è un albero di derivazione
(parse tree) per G se:

(1) ogni vertice ha una etichetta, presa tra V ∪ T ∪ {ε};
(2) l’etichetta della radice appartiene a V ;
(3) ogni vertice interno (ovvero, non una foglia) ha etichetta appartenente a

V ;
(4) se un vertice n è etichettato con A e n1, . . . , nk sono (ordinatamente, da

sinistra a destra) i vertici figli di A etichettati con X1, . . . , Xk, allora

A→ X1 · · ·Xk ∈ P ;

(5) se un vertice n ha etichetta ε, allora n è una foglia ed è l’unico figlio di
suo padre.

Si noti che la definizione di albero non impone che tutte le foglie siano etichet-
tate con simboli terminali. L’albero avente un solo nodo etichettato da S è un
caso particolare di albero di derivazione. Gli alberi verrano utilizzati per dare
una controparte grafica delle derivazioni. Se vi sono foglie etichettate con simboli
non terminali, allora l’albero rappresenta una derivazione parziale. Diremo che un
albero descrive una stringa α ∈ (V ∪ T)∗ se α è proprio la stringa che possiamo
leggere dalle etichette delle foglie da sinistra a destra.

Esempio 6.6. La grammatica dell’esempio 6.1 genera, in particolare, la stringa
w = ((0 or 1) and (not 0)). La derivazione per w è rappresentata dall’albero
seguente (che descrive w):
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u, v, w, x, y, z denotano stringhe di terminali, α,β,γ, δ stringhe generiche di sim-
boli (sia terminali che non). Se A → α1, . . . , A → αn ∈ P, esprimeremo questo
fatto scrivendo: A → α1| · · · |αn. Con A-produzione denoteremo una generica
produzione con la variabile A a sinistra.

La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).
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Per quanto dimostrato nell’esempio 5.3 usando il pumping lemma, il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0} non è un linguaggio regolare. Pertanto l’insieme dei linguaggi
regolari e quello dei linguaggi CF non sono lo stesso insieme. Vedremo, comunque,
che il primo insieme è incluso nel secondo.

Esempio 6.5. La grammatica dell’Esempio 6.1 genera tutte le espressioni
booleane (si dimostri questo fatto per per induzione sulla struttura dell’espressione).

3. Alberi di derivazione

Le derivazioni generate da una grammatica vengono ben visualizzate mediante
l’ausilio di strutture dati ad albero.

Sia G = ⟨V, T, P, S⟩ una grammatica CF. Un albero è un albero di derivazione
(parse tree) per G se:

(1) ogni vertice ha una etichetta, presa tra V ∪ T ∪ {ε};
(2) l’etichetta della radice appartiene a V ;
(3) ogni vertice interno (ovvero, non una foglia) ha etichetta appartenente a

V ;
(4) se un vertice n è etichettato con A e n1, . . . , nk sono (ordinatamente, da

sinistra a destra) i vertici figli di A etichettati con X1, . . . , Xk, allora

A→ X1 · · ·Xk ∈ P ;

(5) se un vertice n ha etichetta ε, allora n è una foglia ed è l’unico figlio di
suo padre.

Si noti che la definizione di albero non impone che tutte le foglie siano etichet-
tate con simboli terminali. L’albero avente un solo nodo etichettato da S è un
caso particolare di albero di derivazione. Gli alberi verrano utilizzati per dare
una controparte grafica delle derivazioni. Se vi sono foglie etichettate con simboli
non terminali, allora l’albero rappresenta una derivazione parziale. Diremo che un
albero descrive una stringa α ∈ (V ∪ T)∗ se α è proprio la stringa che possiamo
leggere dalle etichette delle foglie da sinistra a destra.

Esempio 6.6. La grammatica dell’esempio 6.1 genera, in particolare, la stringa
w = ((0 or 1) and (not 0)). La derivazione per w è rappresentata dall’albero
seguente (che descrive w):
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che il primo insieme è incluso nel secondo.
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booleane (si dimostri questo fatto per per induzione sulla struttura dell’espressione).
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Le derivazioni generate da una grammatica vengono ben visualizzate mediante
l’ausilio di strutture dati ad albero.

Sia G = ⟨V, T, P, S⟩ una grammatica CF. Un albero è un albero di derivazione
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(1) ogni vertice ha una etichetta, presa tra V ∪ T ∪ {ε};
(2) l’etichetta della radice appartiene a V ;
(3) ogni vertice interno (ovvero, non una foglia) ha etichetta appartenente a
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(4) se un vertice n è etichettato con A e n1, . . . , nk sono (ordinatamente, da

sinistra a destra) i vertici figli di A etichettati con X1, . . . , Xk, allora

A→ X1 · · ·Xk ∈ P ;

(5) se un vertice n ha etichetta ε, allora n è una foglia ed è l’unico figlio di
suo padre.

Si noti che la definizione di albero non impone che tutte le foglie siano etichet-
tate con simboli terminali. L’albero avente un solo nodo etichettato da S è un
caso particolare di albero di derivazione. Gli alberi verrano utilizzati per dare
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non terminali, allora l’albero rappresenta una derivazione parziale. Diremo che un
albero descrive una stringa α ∈ (V ∪ T)∗ se α è proprio la stringa che possiamo
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CHAPTER 7

Automi a pila

I n questo capitolo descriviamo una macchina astratta per il riconoscimento dei
linguaggi CF. Questa macchina corrisponde ad un arricchimento degli automi

già visti per il caso dei linguaggi regolari, mediante una struttura dati opportuna
per memorizzare informazione: la pila. Abbiamo visto che, grazie al pumping-
lemma per i linguaggi regolari, il linguaggio

{
anbn : n ≥ 0

}

non è regolare. Intuitivamente l’impossibilità di riconoscere questo linguaggio
da parte di un automa a stati finiti è legata all’impossibilità da parte di questi
automi di memorizare una quantità arbitrariamente grande (anche se finita) di
simboli e ricordarne il numero. Solo in questo modo infatti si può pensare di
poter confrontare il numero di occorrenze di “a” e “b” nella stringa da leggere.
Una struttura dati adeguata per risolvere questo problema è la pila, ovvero una
struttura dati LIFO (Last In First Out). Da un punto di vista architetturale, un
automa a pila è una macchina costituita da un controllo che è un automa a stati
finiti, un nastro di input che, come negli NFA e DFA, è di sola lettura, ed una
pila sulla quale sono possibili le operazioni di: push(X), pop(X), empty (si veda
la Figura 1):

• L’istruzione push(X) sposta una stringa X in testa alla pila,
• l’istruzione pop(X) preleva il simbolo in testa alla pila, e
• l’istruzione empty verifica, restituendo valore booleano, se la pila è vuota

o meno.

s1 s2 s3 · · · nastro · · ·

⇑

q

⇕

Z1 Z2 Z3 · · · pila · · ·

Figure 1. Automa a pila
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Pushdown Automata I

stack

input stream 

Alphabet of stack symbols: R

The pushdown automaton are NDA with  epsilon transitions 
and the stack 



The PDA can only access to the information in a 
first-in first-out way. 

The stack head always scans the top symbol  
  
It performs the following  basic operations: 

Push: add  new symbols at the top of the stack 
Pop: read and remove the top symbol 
Empty: verify if the stack is empty  

Pushdown Automata II



They can be  represented by M = (Q, Σ, R, δ, q0,Z0, F)  where  

• R is the alphabet of stack symbols, 

•                                                           is the transition function 

• Z0 belonging to R is the starting symbol on the stack

Formalization of  Pushdown Automata 

� : Q⇥ (⌃ [ {✏})⇥R ! }f (Q⇥R⇤)

<latexit sha1_base64="hHN6uA9/VZWsj7NtVM451hRSWuc="></latexit>

<latexit sha1_base64="piGEh4CHwelha5jY3XlEbCJOa18=">AAAB+XicbVBNS8NAEN3Ur1o/GvXoZbEVKpSSFEGPRS8eK1hbaEOZbDbt0s0m7m6EWvpLvHhQEK/+E2/+G7dtDtr6YODx3gwz8/yEM6Ud59vKra1vbG7ltws7u3v7Rfvg8F7FqSS0RWIey44PinImaEszzWknkRQin9O2P7qe+e1HKhWLxZ0eJ9SLYCBYyAhoI/XtYrkXUK6h8lCFaues3LdLTs2ZA68SNyMllKHZt796QUzSiApNOCjVdZ1EexOQmhFOp4VeqmgCZAQD2jVUQESVN5kfPsWnRglwGEtTQuO5+ntiApFS48g3nRHooVr2ZuJ/XjfV4aU3YSJJNRVksShMOdYxnqWAAyYp0XxsCBDJzK2YDEEC0SarggnBXX55lbTrNfe85rq39VLjKssjj47RCaogF12gBrpBTdRCBKXoGb2iN+vJerHerY9Fa87KZo7QH1ifPz13kfk=</latexit>

�(q, a,X) gives a finite set of pairs  
<latexit sha1_base64="MkpeIUITbS+K8rjp2a1DEM6aVUU=">AAAB9HicbVBNSwMxEM3Wr1q/qh69LLZCBSm7RdBj0YvHCtYWukuZTbNtaJINSVYoS/+GFw8K4tUf481/Y9ruQVsfDDzem2FmXiQZ1cbzvp3C2vrG5lZxu7Szu7d/UD48etRJqjBp44QlqhuBJowK0jbUMNKVigCPGOlE49uZ33kiStNEPJiJJCGHoaAxxWCsFFRr8iIYAudwXu2XK17dm8NdJX5OKihHq1/+CgYJTjkRBjPQuud70oQZKEMxI9NSkGoiAY9hSHqWCuBEh9n85ql7ZpWBGyfKljDuXP09kQHXesIj28nBjPSyNxP/83qpia/DjAqZGiLwYlGcMtck7iwAd0AVwYZNLAGsqL3VxSNQgI2NqWRD8JdfXiWdRt2/rPv+faPSvMnzKKITdIpqyEdXqInuUAu1EUYSPaNX9Oakzovz7nwsWgtOPnOM/sD5/AHfCZC9</latexit>

(p, �)
<latexit sha1_base64="SYFVct+oyw+/fChlFhKNxO+dXVU=">AAAB+3icbVBNS8NAEJ3Ur1q/Uj16CbaCp5IUQS9C0YvHCtYKTSib7aZduh9hd6OU2p/ixYOCePWPePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZF6eMauP7305hZXVtfaO4Wdra3tndc8v7d1pmCpMWlkyq+xhpwqggLUMNI/epIojHjLTj4dXUbz8QpakUt2aUkoijvqAJxchYqeuWq2EfcY4uQpJqyqSodt2KX/Nn8JZJkJMK5Gh23a+wJ3HGiTCYIa07gZ+aaIyUoZiRSSnMNEkRHqI+6VgqECc6Gs9On3jHVul5iVS2hPFm6u+JMeJaj3hsOzkyA73oTcX/vE5mkvNoTEWaGSLwfFGSMc9Ib5qD16OKYMNGliCsqL3VwwOkEDY2rZINIVh8eZm067XgtBYEN/VK4zLPowiHcAQnEMAZNOAamtACDI/wDK/w5jw5L8678zFvLTj5zAH8gfP5AzQsk8Y=</latexit>� = ✏ is a Pop action



The evolution of the PDA is described by triples (q, w, γ) where; 

•           is the current state of the control unit 

•           is the unread part of the input string  

•           is the current contents of the PDA stack 

A move from one instantaneous description to another will be denoted by  

(q0, aw, Zr) ⊢> (q1, w, γr)  iff (q1,y) belongs to δ(q0,a,Z) 

Instantaneous Description

<latexit sha1_base64="jVujGYEHd27PDSzcqi2C3VDEHvc=">AAAB+nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/oh69LLaCeChJEfRY9OKxorWFJpbNdtMu3WzC7qZSQv+JFw8K4tVf4s1/47bNQVsfDDzem2FmXpBwprTjfFuFldW19Y3iZmlre2d3z94/eFBxKgltkpjHsh1gRTkTtKmZ5rSdSIqjgNNWMLye+q0RlYrF4l6PE+pHuC9YyAjWRuraduUJeUwg7471I/x4VunaZafqzICWiZuTMuRodO0vrxeTNKJCE46V6rhOov0MS80Ip5OSlyqaYDLEfdoxVOCIKj+bXT5BJ0bpoTCWpoRGM/X3RIYjpcZRYDojrAdq0ZuK/3mdVIeXfsZEkmoqyHxRmHKkYzSNAfWYpETzsSGYSGZuRWSAJSbahFUyIbiLLy+TVq3qnldd97ZWrl/leRThCI7hFFy4gDrcQAOaQGAEz/AKb1ZmvVjv1se8tWDlM4fwB9bnDzGikok=</latexit>

w 2 ⌃⇤

<latexit sha1_base64="3H90SayOXGrS29jH8RrnA/8gfrQ=">AAAB83icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CbaCeCi7RdBj0YvHKtYWtmvJptk2NJssSVYoS3+GFw8K4tU/481/Y9ruQVsfDDzem2FmXphwpo3rfjuFldW19Y3iZmlre2d3r7x/8KBlqghtEcml6oRYU84EbRlmOO0kiuI45LQdjq6nfvuJKs2kuDfjhAYxHggWMYKNlfzqGHWZQHePZ9VeueLW3BnQMvFyUoEczV75q9uXJI2pMIRjrX3PTUyQYWUY4XRS6qaaJpiM8ID6lgocUx1ks5Mn6MQqfRRJZUsYNFN/T2Q41noch7YzxmaoF72p+J/npya6DDImktRQQeaLopQjI9H0f9RnihLDx5Zgopi9FZEhVpgYm1LJhuAtvrxM2vWad17zvNt6pXGV51GEIziGU/DgAhpwA01oAQEJz/AKb45xXpx352PeWnDymUP4A+fzB+tjkC0=</latexit>

y 2 R⇤

<latexit sha1_base64="Q5dcO8u2Zdd/Hpw0npM1BNxgoIg=">AAAB8XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRjDxRHaJiR6JXjxCIoKBDemWLjS03bXtmpANv8KLB02MV/+NN/+NXdiDgi+Z5OW9mczMC2LOtHHdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P7nWUKELbJOKR6gZYU84kbRtmOO3GimIRcNoJJjeZ33miSrNI3plpTH2BR5KFjGBjpYfqI+oziVrVQbni1tw50CrxclKBHM1B+as/jEgiqDSEY617nhsbP8XKMMLprNRPNI0xmeAR7VkqsaDaT+cHz9CZVYYojJQtadBc/T2RYqH1VAS2U2Az1steJv7n9RITXvkpk3FiqCSLRWHCkYlQ9j0aMkWJ4VNLMFHM3orIGCtMjM2oZEPwll9eJZ16zbuoeV6rXmlc53kU4QRO4Rw8uIQG3EIT2kBAwDO8wpujnBfn3flYtBacfOYY/sD5/AG/MI+I</latexit>

q 2 Q
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Le azioni possibili di un automa a pila sono:

• Leggere dal nastro e dalla pila (pop) contemporaneamente
– avanzare la testina a destra sul nastro
– cambiare stato nel controllo
– inserire una stringa (anche vuota) sulla pila (push)

• Leggere solo dalla pila (pop)
– cambiare stato nel controllo
– inserire una stringa (anche vuota) sulla pila (push)

Definizione 7.1. Un automa a pila non-deterministico (APND) M è una
7-upla:

M = ⟨Q,Σ, R, δ, q0, Z0, F⟩
dove:

• Q è un insieme finito di stati
• Σ è un alfabeto finito
• R è l’alfabeto finito della pila
• q0 ∈ Q è lo stato iniziale
• Z0 ∈ R è il simbolo iniziale sulla pila
• F ⊆ Q è l’insieme degli stati finali
• δ : Q × (Σ ∪ {ε}) × R→ ℘f(Q × R∗) è la funzione di transizione

L’evoluzione di un automa a pila è determinata dall’evoluzione delle sue de-
scrizioni istantanee. Una descrizione istantanea rappresenta la “fotografia” dello
stato (stato + nastro + pila) della macchina ad un certo istante.

Definizione 7.2. Una descrizione istantanea per un APND è una tripla

(q, x,γ)

dove q ∈ Q è lo stato corrente, x ∈ Σ∗ è la stringa ancora da leggere sul nastro e
γ ∈ R∗ è la sequenza di simboli contenuti sulla pila. Se (p,γ) ∈ δ(q, a, Z) allora è
definito un passo di derivazione dell’APND:

(q, aw, Zα) '→M (p, w,γα)

Il linguaggio L(M) riconosciuto da un APND M si può definire in due modi
diversi: per pila vuota Lp(M) o per stato finale LF(M):

Lp(M) =
{
x ∈ Σ∗ : (q0, x, Z0) '→∗

M (q, ε, ε), q ∈ Q
}

LF(M) =
{
x ∈ Σ∗ : (q0, x, Z0) '→∗

M (q, ε,γ),γ ∈ R∗, q ∈ F
}

Proposizione 7.3. Per ogni APND M, esiste un APND M ′ tale che LF(M) =
Lp(M ′).

Nel seguito, quando l’APND è previsto per riconoscere le stringhe per pila vuota,
assumeremo F = ∅.

The language accepted by a pushdown automaton

Two ways to define a language:  

• with empty stack (in this case F is the empty set) 
• with   final states F 
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Esempio 7.4. Consideriamo l’APND che riconosce, per pila vuota, il linguag-
gio xcxr, dove c ∈ {a, b}∗ e xr è la stringa inversa della stringa x (ad esempio, se
x = aab allora xr = baa). L’APND è definito nel modo seguente:

⟨{q0, q1}, {a, b, c}, {Z, A, B}, δ, q0, Z, ∅⟩

Dove δ risulta definita dalla seguente matrice (le celle vuote possono essere definite
in qualunque modo che conduca sicuramente ad una refutazione):

q0 ε a b c

Z q0, ZA q0, ZB q1, ε

A

B

q1 ε a b c

Z q1, Z q1, Z

A q1, ε q1, Z q1, Z

B q1, Z q1, ε q1, Z

Ad esempio, il riconoscimento per pila vuota della stringa abcba avviene come
segue:

a bcba

↑ nastro

q0

↕ pila

Z

⇒

a b cba

↑ nastro

q0

↕ pila

Z A

⇒

ab c ba

↑ nastro

q0

↕ pila

Z BA

⇒

abc b a

↑ nastro

q1

↕ pila

B A

⇒

abcb a

↑ nastro

q1

↕ pila

A

⇒

abcba

↑ nastro

q1

↕ pila

Si osserva che il precedente APND è in realtà deterministico. Al contrario di
quanto accade per gli automi a stati finiti gli automi a pila non-deterministici
sono strettamente più potenti di quelli deterministici. Nel caso del linguaggio
dell’esempio precedente, questo è facilmente riconoscibile da un automa a pila de-
terministico in quanto esso è costituito da tutte e sole le stringhe del tipo xcxr.
La presenza del simbolo ausiliario c a delimitare le due parti simmetiche della
stringa, permette di avere sulla stringa stessa, un elemento di demarcazione tra le
fasi di caricamento della pila (la lettura della stringa x) ed il suo scaricamento (la
lettura della stringa xr). In questo modo, il riconoscimento della stringa avviene

APND
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Esempio 7.4. Consideriamo l’APND che riconosce, per pila vuota, il linguag-
gio xcxr, dove c ∈ {a, b}∗ e xr è la stringa inversa della stringa x (ad esempio, se
x = aab allora xr = baa). L’APND è definito nel modo seguente:

⟨{q0, q1}, {a, b, c}, {Z, A, B}, δ, q0, Z, ∅⟩

Dove δ risulta definita dalla seguente matrice (le celle vuote possono essere definite
in qualunque modo che conduca sicuramente ad una refutazione):

q0 ε a b c

Z q0, ZA q0, ZB q1, ε

A

B

q1 ε a b c

Z q1, Z q1, Z

A q1, ε q1, Z q1, Z

B q1, Z q1, ε q1, Z

Ad esempio, il riconoscimento per pila vuota della stringa abcba avviene come
segue:

a bcba

↑ nastro

q0

↕ pila

Z

⇒

a b cba

↑ nastro

q0

↕ pila

Z A

⇒

ab c ba

↑ nastro

q0

↕ pila

Z BA

⇒

abc b a

↑ nastro

q1

↕ pila

B A

⇒

abcb a

↑ nastro

q1

↕ pila

A

⇒

abcba

↑ nastro

q1

↕ pila

Si osserva che il precedente APND è in realtà deterministico. Al contrario di
quanto accade per gli automi a stati finiti gli automi a pila non-deterministici
sono strettamente più potenti di quelli deterministici. Nel caso del linguaggio
dell’esempio precedente, questo è facilmente riconoscibile da un automa a pila de-
terministico in quanto esso è costituito da tutte e sole le stringhe del tipo xcxr.
La presenza del simbolo ausiliario c a delimitare le due parti simmetiche della
stringa, permette di avere sulla stringa stessa, un elemento di demarcazione tra le
fasi di caricamento della pila (la lettura della stringa x) ed il suo scaricamento (la
lettura della stringa xr). In questo modo, il riconoscimento della stringa avviene

Esempio

L = { xcxR| x 2 {a, b}⇤ },⌃ = {a, b, c}

<latexit sha1_base64="WUcwZhhbcIMBT3MjAGbEbxiMqZ8="></latexit>

We will recognise the 
string when the input and 
stack are empty!
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Esempio 7.4. Consideriamo l’APND che riconosce, per pila vuota, il linguag-
gio xcxr, dove c ∈ {a, b}∗ e xr è la stringa inversa della stringa x (ad esempio, se
x = aab allora xr = baa). L’APND è definito nel modo seguente:

⟨{q0, q1}, {a, b, c}, {Z, A, B}, δ, q0, Z, ∅⟩

Dove δ risulta definita dalla seguente matrice (le celle vuote possono essere definite
in qualunque modo che conduca sicuramente ad una refutazione):

q0 ε a b c

Z q0, ZA q0, ZB q1, ε

A

B

q1 ε a b c

Z q1, Z q1, Z

A q1, ε q1, Z q1, Z

B q1, Z q1, ε q1, Z

Ad esempio, il riconoscimento per pila vuota della stringa abcba avviene come
segue:

a bcba

↑ nastro

q0

↕ pila

Z

⇒

a b cba

↑ nastro

q0

↕ pila

Z A

⇒

ab c ba

↑ nastro

q0

↕ pila

Z BA

⇒

abc b a

↑ nastro

q1

↕ pila

B A

⇒

abcb a

↑ nastro

q1

↕ pila

A

⇒

abcba

↑ nastro

q1

↕ pila

Si osserva che il precedente APND è in realtà deterministico. Al contrario di
quanto accade per gli automi a stati finiti gli automi a pila non-deterministici
sono strettamente più potenti di quelli deterministici. Nel caso del linguaggio
dell’esempio precedente, questo è facilmente riconoscibile da un automa a pila de-
terministico in quanto esso è costituito da tutte e sole le stringhe del tipo xcxr.
La presenza del simbolo ausiliario c a delimitare le due parti simmetiche della
stringa, permette di avere sulla stringa stessa, un elemento di demarcazione tra le
fasi di caricamento della pila (la lettura della stringa x) ed il suo scaricamento (la
lettura della stringa xr). In questo modo, il riconoscimento della stringa avviene

Example: abcba
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Esempio 7.4. Consideriamo l’APND che riconosce, per pila vuota, il linguag-
gio xcxr, dove c ∈ {a, b}∗ e xr è la stringa inversa della stringa x (ad esempio, se
x = aab allora xr = baa). L’APND è definito nel modo seguente:

⟨{q0, q1}, {a, b, c}, {Z, A, B}, δ, q0, Z, ∅⟩

Dove δ risulta definita dalla seguente matrice (le celle vuote possono essere definite
in qualunque modo che conduca sicuramente ad una refutazione):

q0 ε a b c

Z q0, ZA q0, ZB q1, ε

A

B

q1 ε a b c

Z q1, Z q1, Z

A q1, ε q1, Z q1, Z

B q1, Z q1, ε q1, Z

Ad esempio, il riconoscimento per pila vuota della stringa abcba avviene come
segue:

a bcba

↑ nastro

q0

↕ pila

Z

⇒

a b cba

↑ nastro

q0

↕ pila

Z A

⇒

ab c ba

↑ nastro

q0

↕ pila

Z BA

⇒

abc b a

↑ nastro

q1

↕ pila

B A

⇒

abcb a

↑ nastro

q1

↕ pila

A

⇒

abcba

↑ nastro

q1

↕ pila

Si osserva che il precedente APND è in realtà deterministico. Al contrario di
quanto accade per gli automi a stati finiti gli automi a pila non-deterministici
sono strettamente più potenti di quelli deterministici. Nel caso del linguaggio
dell’esempio precedente, questo è facilmente riconoscibile da un automa a pila de-
terministico in quanto esso è costituito da tutte e sole le stringhe del tipo xcxr.
La presenza del simbolo ausiliario c a delimitare le due parti simmetiche della
stringa, permette di avere sulla stringa stessa, un elemento di demarcazione tra le
fasi di caricamento della pila (la lettura della stringa x) ed il suo scaricamento (la
lettura della stringa xr). In questo modo, il riconoscimento della stringa avviene

Remember:we will recognise the 
string when the input and stack 
are empty!
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in modo deterministico: non è necessario attivare nessun processo parallelo di ver-
ifica alla ricerca del punto mediano della stringa. Al contrario, ciò non è possibile
nel riconoscimento del linguaggio CF delle stringe palindrome. In questo caso,
per determinare se la lettura del simbolo corrente sul nastro corrisponde alla let-
tura del simbolo mediano della stringa, da cui inizia lo scaricamento della pila, ci
appoggiamo ad una computazione non-deterministica.

È importante notare che gli automi a pila deterministici sono solitamente
utilizzati per il riconoscimento sintattico dei linguaggi di programmazione. In
particolare, essi costituiscono la base per la realizzazione di compilatori (fase di
parsing). A tal proposito, si noti come la sintassi degli usuali linguaggi di pro-
grammazione sia strutturata in modo tale da interporre tra categorie sintattiche
dei simboli o sequenze di simboli marcatori, ad esempio if, while, then, etc.,
come nel caso dell’Esempio 7.4. Questo permette di realizzare la fase di parsing
del linguaggio attraverso un APD.

Esempio 7.5. Costruiamo un APND che riconosca il linguaggio delle stringhe
palindrome sull’alfabeto {a, b}: L =

{
wwr : w ∈ {a, b}∗

}
. L’automa è definito

come segue:

• Q = {q0, q1}
• Σ = {a, b}
• R = {Z, A, B}

e relazione di transizione:

q0 ε a b

Z q0, AZ q0, BZ

A q0, AA q0, BA

q1, ε

B q0, AB q0, BB

q1, ε

q1 ε a b

Z q1, ε

A q1, ε

B q1, ε

Esercizio 7.6. Scrivere le derivazioni necessarie per riconoscere la stringa:
abbba.

Lemma 7.7. Se L = Lp(M) con M APND, allora L = Lp(M ′) con M ′ APND
con 1 solo stato.

Proof. (Idea). Sia M = ⟨Q,Σ, R, δ, q0, Z0, F⟩. L’idea è quella di aumentare
i simboli nella pila per descrivere ogni coppia (qi, Zi) con qi ∈ Q e Zi ∈ R. Per
ogni coppia di questo tipo, si aggiunge un nuovo simbolo Z ′

i in R e si modifica δ in
modo tale che se Z ′ è il simbolo nuovo in corrispondenza della coppia (q, Z), allora:
δ(q, a, Z) = δ ′(q0, a, Z ′). Il lemma segue quindi banalmente per costruzione. !

I risultati seguenti dimostrano l’equivalenza tra i linguaggi riconosciuti dagli
APND e i linguaggi CF.

Example

L = { xxR| x 2 {a, b}⇤ },⌃ = {a, b}

<latexit sha1_base64="ArPT3rlhijmqBtXI+6LP2Wfg8rI=">AAACGXicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSKIlDIjBZVSKLpx4aI++oCmLZk0rcFMZkgy0jL2N9z4K25cKOJSV/6NaTsLbT1w4XDOvdx7jxtwprRtf1uJufmFxaXkcmpldW19I725VVV+KAmtEJ/7su5iRTkTtKKZ5rQeSIo9l9Oae3c28mv3VCrmixs9CGjTwz3BuoxgbaR22r4oogiiQr/funpABdhHTKAIZ100bB2gAhpmIbpmPQ8XY7Wdztg5eww4S5yYZECMcjv9iTo+CT0qNOFYqYZjB7oZYakZ4XSYQqGiASZ3uEcbhgrsUdWMxp8N4Z5ROrDrS1NCw7H6eyLCnlIDzzWdHta3atobif95jVB3j5sRE0GoqSCTRd2QQ+3DUUywwyQlmg8MwUQycyskt1hiok2YKROCM/3yLKke5px87uQynymdxnEkwQ7YBfvAAUegBM5BGVQAAY/gGbyCN+vJerHerY9Ja8KKZ7bBH1hfPzcLnzg=</latexit>



Equivalence of PDA’s and CGG’s

Grammar PDA by  
empty stack

PDA by  
final state



Unfortunately…

not all languages are Context Free !



1

Se L è un linguaggio CF allora esiste un valore k 2 N tale
che per ogni stringa z 2 L. |z | � k possiamo suddividere z

in z = uvwxy , dove |vwx |  k , |vx | > 0 e
8i 2 N. uv iwx iy 2 L.

L CF) ⇒

k0

∀z∈Lu v w x y

∈Lv v x x

∈Lv v x xv x

…

Pumping Lemma for CF

Given a context free  language L  there exists an integer k such  

that for any string                            it is possible to split z  into 5 
substrings 
             

z 2 L.|z| � k

<latexit sha1_base64="ozge/dzxHemHOzK/lOWUBxod5BM=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ3UV42vaJduBovgKiQiqLuiGxcuKtgHtKFMppN26GQSZyZCmtZfceNCEbd+iDv/xkmbhbYeuHA4517uvcePGZXKcb6N0srq2vpGedPc2t7Z3bP2D5oySgQmDRyxSLR9JAmjnDQUVYy0Y0FQ6DPS8kfXud96JELSiN+rNCZeiAacBhQjpaWeVRl3KYe39mQ86Q7IAxyZptmzqo7tzACXiVuQKihQ71lf3X6Ek5BwhRmSsuM6sfIyJBTFjEzNbiJJjPAIDUhHU45CIr1sdvwUHmulD4NI6OIKztTfExkKpUxDX3eGSA3lopeL/3mdRAUXXkZ5nCjC8XxRkDCoIpgnAftUEKxYqgnCgupbIR4igbDSeeUhuIsvL5Pmqe2e2Zd3Z9XaVRFHGRyCI3ACXHAOauAG1EEDYJCCZ/AK3own48V4Nz7mrSWjmKmAPzA+fwCU0ZNw</latexit>

z = uvwxy with |vwx|  k, |vx| > 0 such that 8i 2 N, uviwxiy 2 L

<latexit sha1_base64="LzYyyjN2UPvWwGDLGqEO9797hKo="></latexit>



The PL for CF gives a necessary condition, that can be used to prove  
that a language is not context free! 

   If                              for all possible splitting  
    of the form 

     
then L is not context free!

8k 2 N 9z 2 L.|z| � k

<latexit sha1_base64="CKk8OryWzeVG3+41VvmxjXt/Hgk=">AAACIHicbVBNS8NAEN34bfyqevSyWARPJRFBxYvoxYNIBVuFppTNdlKXbjZxdyLW2J/ixb/ixYMietNf46b24NcsC4/3Zpg3L0ylMOh5787I6Nj4xOTUtDszOze/UFpcqpsk0xxqPJGJPg+ZASkU1FCghPNUA4tDCWdh96DQz65AG5GoU+yl0IxZR4lIcIaWapW2gijRTEraDYSiAcI1hlF+3KfBrn1wbR0YelNoR5Xbm9ugA5e067puq1T2Kt6g6F/gD0GZDKvaKr0F7YRnMSjkkhnT8L0UmznTKLiEvhtkBlLGu6wDDQsVi8E088GBfbpmmTa1Tu1XSAfs94mcxcb04tB2xgwvzG+tIP/TGhlG281cqDRDUPxrUZRJigkt0qJtoYGj7FnAuBbWK+UXTDOONtMiBP/3yX9BfaPib1Z2TjbLe/vDOKbIClkl68QnW2SPHJIqqRFO7sgDeSLPzr3z6Lw4r1+tI85wZpn8KOfjE/Ajois=</latexit>

Negating the PL for CF

z = uvwxy with |vwx|  k, |vx| > 0 9i 2 N such that uviwxiy 62 L

<latexit sha1_base64="BsT73hy/l4k7qMib2qplBTtoQDM="></latexit>



u v w x y

ak bk ck z∈L,  |v|=i, |x|=j

Example

• Let  L={ anbncn | n ∈ Nat }, consider  k ∈ N 
• Let  z = akbkck
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v2 x2

akbi'ai''bkck+j∈L

ak bk ck z∈L,  |v|=i, |x|=j

Example

• Let  L={ anbncn | n ∈ Nat }, consider  k ∈ N 
• Let  z = akbkck

aabbbaabbb
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v2 x2

ak bk ck

akbk+ick+j ∈L
i+j ≠ 0

z∈L,  |v|=i, |x|=j

Example

• Let  L={ anbncn | n ∈ Nat }, consider  k ∈ N 
• Let  z = akbkck



u v w x y

|vwx| > k

ak bk ck z∈L,  |v|=i, |x|=j

Example

• Let  L={ anbncn | n ∈ Nat }, consider  k ∈ N 
• Let  z = akbkck



• Let  L={ anbncn | n ∈ Nat }, consider  k ∈ N 
• Let  z = akbkck

Example

akbk+ick+j ∈L
i+j ≠ 0

 |v|=i, |x|=j

    v

   x   x      v

v

    v

x



u v w x y

v2 x2

ak bk ck

ak+ibk+jck ∈L
i+j ≠ 0

z∈L,  |v|=i, |x|=j

Example

• Let  L={ anbncn | n ∈ Nat }, consider  k ∈ N 
• Let  z = akbkck



u v w x y

v2 x2

ak bk ck

akbkck+i+j ∈L
i+j ≠ 0

z∈L,  |v|=i, |x|=j

• Let  L={ anbncn | n ∈ Nat }, consider  k ∈ N 
• Let  z = akbkck

Example



u v w x y

v2 x2

ak bk ck

akbk+i+jck ∈L
i+j ≠ 0

z∈L,  |v|=i, |x|=j

Example

• Let  L={ anbncn | n ∈ Nat }, consider  k ∈ N 
• Let  z = akbkck



u v w x y

v2 x2

ak bk ck

ak+i+jbkck ∈L
i+j ≠ 0

z∈L,  |v|=i, |x|=j

• Let  L={ anbncn | n ∈ Nat }, consider  k ∈ N 
• Let  z = akbkck

Example



Exercises: are these languages context free? 

<latexit sha1_base64="/Sa+s7lHJCk8DQ8cfxhFxAORyzA=">AAACBHicbVBNS8NAEN34WetX1JteFlvBU8lWQY9FLx4rWFto0rLZbtqlm03c3QglBrz4V7x4UBCv/ghv/hs3bQ/a+mDg8d4MM/P8mDOlHefbWlhcWl5ZLawV1zc2t7btnd1bFSWS0AaJeCRbPlaUM0EbmmlOW7GkOPQ5bfrDy9xv3lOpWCRu9CimXoj7ggWMYG2krr1fdlOnIyDqpCcie4DC7dM76LhZudi1S07FGQPOEzQlJTBFvWt/ub2IJCEVmnCsVBs5sfZSLDUjnGZFN1E0xmSI+7RtqMAhVV46/iGDR0bpwSCSpoSGY/X3RIpDpUahbzpDrAdq1svF/7x2ooNzL2UiTjQVZLIoSDjUEcwDgT0mKdF8ZAgmkplbIRlgiYk2seUhoNmX50mzWkGnFYSuq6XaxTSPAjgAh+AYIHAGauAK1EEDEPAInsEreLOerBfr3fqYtC5Y05k98AfW5w/EcJYf</latexit>

{0n13n|n � 0}
<latexit sha1_base64="hbSOq6hjnzMidyxocIea2Kp16iA=">AAACGXicbVA9T8MwEHX4LOUrwMhi0SIxlaRCgrGChbFIlFZq0spxnNaq4wTbQVQhP4OFv8LCABJihIl/g9NmgJYnnfT03p3u7nkxo1JZ1rexsLi0vLJaWiuvb2xubZs7uzcySgQmLRyxSHQ8JAmjnLQUVYx0YkFQ6DHS9kYXud++I0LSiF+rcUzcEA04DShGSkt987jqpFaPQ7uXjnj2ALkzILfQgk7oRfcpRNyHGRxNRSerlvtmxapZE8B5YhekAgo0++an40c4CQlXmCEpu7YVKzdFQlHMSFZ2EklihEdoQLqachQS6aaTxzJ4qBUfBpHQxRWcqL8nUhRKOQ493RkiNZSzXi7+53UTFZy5KeVxogjH00VBwqCKYJ4S9KkgWLGxJggLqm+FeIgEwkpnmYdgz748T9r1mn1Ss+2reqVxXuRRAvvgABwBG5yCBrgETdACGDyCZ/AK3own48V4Nz6mrQtGMbMH/sD4+gHqkZ46</latexit>

{0n1kn|n � 0 and k � 0}
<latexit sha1_base64="njcmNIXLKL/BUm5VaO1dPjju5uM="></latexit>

{w 2 {0, 1}| every prefix has more 0’s than 1’s}
<latexit sha1_base64="NKXLcU83NKSBZgMShvI7n+oafj0=">AAACE3icbVC7TgJBFJ3FF+ILtbS5EUy0IbvERBsSoo0lJiIk7EJmh1kYmN3ZzMwaybrfYOOv2FhoYmxt7Pwbl0eh4KlOzrk399zjhpwpbZrfRmZpeWV1Lbue29jc2t7J7+7dKhFJQutEcCGbLlaUs4DWNdOcNkNJse9y2nCHl2O/cUelYiK40aOQOj7uBcxjBOtU6uRPinYMuM3AbQ+AtIfwAKwyANt3xX0MQkIyqAztBIq5Tr5glswJYJFYM1JAM9Q6+S+7K0jk00ATjpVqWWaonRhLzQinSc6OFA0xGeIebaU0wD5VTjx5KYGjVOmClwbwRKBhov7eiLGv1Mh300kf676a98bif14r0t65E7MgjDQNyPSQF3HQAsb9QJdJSjQfpQQTydKsQPpYYqLTFsclWPMvL5JGuWSdlizrulyoXsz6yKIDdIiOkYXOUBVdoRqqI4Ie0TN6RW/Gk/FivBsf09GMMdvZR39gfP4AFGibpQ==</latexit>

{aibjck|i = j or j = k}
<latexit sha1_base64="IdC3mQP4OKPHdpQY5Nlo3mEuj3g=">AAACBnicbVBNS8NAEN34WetX1KMeFltBEEpSBL0IRS8eK1hbaNKy2W7abTabsLsRSuzFi3/FiwcF8epv8Oa/cdPmoK0PBh7vzTAzz4sZlcqyvo2FxaXlldXCWnF9Y3Nr29zZvZNRIjBp4IhFouUhSRjlpKGoYqQVC4JCj5GmF1xlfvOeCEkjfqtGMXFD1OfUpxgpLXXNg7KTog71OkOIOwF8CBweqQt6MnTG5WLXLFkVawI4T+yclECOetf8cnoRTkLCFWZIyrZtxcpNkVAUMzIuOokkMcIB6pO2phyFRLrp5IsxPNJKD/qR0MUVnKi/J1IUSjkKPd0ZIjWQs14m/ue1E+WfuynlcaIIx9NFfsKgimAWCexRQbBiI00QFlTfCvEACYSVDi4LwZ59eZ40qxX7tGLbN9VS7TLPowD2wSE4BjY4AzVwDeqgATB4BM/gFbwZT8aL8W58TFsXjHxmD/yB8fkDMq2XiQ==</latexit>

{aibjck|k 6= i+ j}
<latexit sha1_base64="5/mQse3mjG1fLhgo57VdCvRxx2g=">AAACCnicbVBNS8NAEN34WetX1KOXxVYQkZIUQS9C0YvHCtYWmlg22027dLMJu5uWEnP14l/x4kFBvPoLvPlv3LQ5aOuDgcd7M8zM8yJGpbKsb2NhcWl5ZbWwVlzf2NzaNnd272QYC0waOGShaHlIEkY5aSiqGGlFgqDAY6TpDa4yvzkkQtKQ36pxRNwA9Tj1KUZKSx0Tlp1k5FAOnQSdeE56f/wARw4P1cVwCJ20XOyYJatiTQDniZ2TEshR75hfTjfEcUC4wgxJ2batSLkJEopiRtKiE0sSITxAPdLWlKOASDeZfJLCQ610oR8KXVzBifp7IkGBlOPA050BUn0562Xif147Vv65m1AexYpwPF3kxwyqEGaxwC4VBCs21gRhQfWtEPeRQFjp8LIQ7NmX50mzWrFPK7Z9Uy3VLvM8CmAfHIAjYIMzUAPXoA4aAINH8AxewZvxZLwY78bHtHXByGf2wB8Ynz8c2Jke</latexit>

{w 2 {a, b}⇤|w 6= vv}



The CF languages are closed with respect to the union, concatenation  
and Kleene closure. 
 
The complement of CF language is not always CF.

• The CF language are not closed under intersection  

Decision Properties: 
Approximately all the properties are decidable in case of CF 

(i) Emptiness  
(ii) Non-emptiness  
(iii) Finiteness  
(iv) Infiniteness  
(v) Membership 

Properties of the CF languages

https://www.geeksforgeeks.org/decidable-and-undecidable-problems-in-theory-of-computation/


82 9. LE GRAMMATICHE REGOLARI E LA GERARCHIA DI CHOMSKY

Tuttavia:

Teorema 9.6. Ci sono insiemi ricorsivi che non sono generati da nessuna
grammatica dipendente dal contesto.

Proof. (Si veda [13]) !

Nell’Esempio 8.2 abbiamo mostrato che {aibici : i ≥ 1} non è un linguaggio
CF. Mostreremo ora che tale linguaggio è un linguaggio dipendente dal contesto.

Esempio 9.7. La grammatica di tipo 1:

S → aSBC | aBC

CB → BC

bB → bb

bC → bc

cC → cc

aB → ab

genera esattamente il linguaggio {aibici : i ≥ 1}.

4. Gerarchia

Ricordiamo:

• dagli esempi 5.3 e 6.4 sappiamo che il linguaggio {aibi : i ≥ 0} è un
linguaggio CF ma non regolare. Sappiamo inoltre che le grammatiche
(CF) lineari destre e sinistre generano esattamente i linguaggi regolari.

• Dagli esempi 8.2 e 9.7 sappiamo che il linguaggio {aibici : i ≥ 1} è un
linguaggio dipendente dal contesto ma non CF.

• Dai Teoremi 9.6 e 9.4 sappiamo che la classe di linguaggi generati da
grammatiche dipendenti dal contesto è inclusa strettamente nella classe
di linguaggi generati da grammatiche a struttura di frase.

Pertanto viene indotta una gerarchia di grammatiche, nota come gerarchia di
Chomsky, fatta di inclusioni proprie, che si può trovare in Figura 1.

Context Sensitive Grammar 

Productions of the form U → V such that |U| <=|V|  

Example



Regular  

Grammar 
Type 3

Context  
Free 
Grammar 
Type 2

Context 
Sensitive 
Grammar 
Type 1

Unrestricted 

Grammar 
Type 0

Is W   L(G)?         P       P    PSPACE         U

Is L(G) empty?         P       P       U        U

Is L(G1)   L(G2)?    PSPACE       U       U        U

Complexity of Languages Problems



Examples of Language Hierarchy

The  expressive power: 

regular ⊂ context-free ⊂ context-sensitive ⊂ phrase-structure 

L1 = strings over {0, 1} with an even number of 1’s is regular 

L2 = {a  b | n ≥ 0} is context-free, but not regular  

L3 = {a b c | n ≥ 0 } is context-sensitive, but not context-
free 

n n 

n n n



regular                       iff accepted by         finite-state automata                                         
context-free                                               pushdown automata 
context-sensitive                                        linear-bounded automata 
phrase-structure                                        Turing machine  
 

Relationships between Languages and Automata

A language is :



Chomsky’s Hierarchy


