
Concatenation: AB = {ab | a   A, b   B} 2

<latexit sha1_base64="MjhM0/vdD3Mxe6if3/48NS2D8ws=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHnpC9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBQjo3X</latexit>

    Union: A U B 
    Intersection: A ∩ B 
    Difference:  A \ B  
   Complement: A = Σ* - A

Operations on languages: recap.

A⇤ =
1[

i=0

Ai

<latexit sha1_base64="rhtx6FRcwzeiSANnQh1adTUfBNQ=">AAACB3icbVDLSsNAFJ34rPUVdSnIYBHERUmkoC4KrW5cVrAPaNIwmU7aoZNJmJkIIWTnxl9x40IRt/6CO//G6WOhrQcuHM65l3vv8WNGpbKsb2NpeWV1bb2wUdzc2t7ZNff2WzJKBCZNHLFIdHwkCaOcNBVVjHRiQVDoM9L2Rzdjv/1AhKQRv1dpTNwQDTgNKEZKS555VO+dVR2fDnASexmtWnkvcygPVJrDeo96ZskqWxPARWLPSAnM0PDML6cf4SQkXGGGpOzaVqzcDAlFMSN50UkkiREeoQHpaspRSKSbTf7I4YlW+jCIhC6u4ET9PZGhUMo09HVniNRQzntj8T+vm6jg0s0ojxNFOJ4uChIGVQTHocA+FQQrlmqCsKD6VoiHSCCsdHRFHYI9//IiaZ2X7Ur56q5Sql3P4iiAQ3AMToENLkAN3IIGaAIMHsEzeAVvxpPxYrwbH9PWJWM2cwD+wPj8ATt8mPA=</latexit>

Kleene Clousure:

2

<latexit sha1_base64="MjhM0/vdD3Mxe6if3/48NS2D8ws=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHnpC9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExgM4Rle4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBQjo3X</latexit>



Regular Expressions

A regular expression denotes a set of strings. 

Given a finite alphabet Σ, the following constants are defined as regular 
expressions: 

• ∅ denoting the empty set, 
• ε denoting the set {ε}, 
• a in Σ denoting the set containing only the character {a.} 

If  r and s  are regular expression denoting the sets R and S, then,  

(r+s),(rs) and r* denotes the set R U S, RS and R*, respectively. 

L(r) indicates  the language denoted by r 



1. LINGUAGGI REGOLARI 23

Esercizio 1.9. Si provino o refutino le seguenti identità:

(1) r + s = s + r

(2) r(st) = (rs)t
(3) r

⇤(r + t)⇤ = (r + t)⇤

(4) ;⇤ = "

Soluzione.

(1) r + s = s + r.

Siano R e S gli insiemi associati alle espressioni regolari r e s. Per defi-

nizione si ha che x 2 R + S se e solo se x 2 R _ x 2 S, che equivale a

dire x 2 R + S se e solo se x 2 R [ S. Possiamo perciò concludere che

r + s implica R [ S e che s + r implica S [ R, dove R [ S = S [ R per la

commutatività dell’unione.

(2) r(st) = (rs)t.
Siano R, S e T gli insiemi associati alle espressioni regolari r, s e t. Si deve

mostrare che R(ST) = (RS)T , ovvero che x 2 R(ST) se e solo se x 2 (RS)T :

x 2 R(ST) , x = ry con r 2 R, y 2 ST

, x = rst con r 2 R, s 2 S, t 2 T

, x = vt con v 2 RS, t 2 T

, x 2 (RS)T

(3) r
⇤(r + t)⇤ = (r + t)⇤.

Siano R e T gli insiemi associati alle espressioni regolari r e t. Si deve

mostrare che R
⇤(R + T)⇤ = (R + T)⇤. Per ottenere questo verifichiamo

l’inclusione nei due sensi. Dimostriamo (R + T)⇤ ✓ R
⇤(R + T)⇤ Sia x 2

(R + T)⇤ allora x = x" 2 R
⇤(R + T)⇤. Dimostriamo invece R

⇤(R + T)⇤ ✓
(R + T)⇤. Se x 2 R

⇤(R + T)⇤ allora x = ru con r 2 R
⇤

e u 2 (R + T)⇤,
allora r 2 R

⇤
vuol dire che r = w1 . . . wm con wi 2 R e u 2 (R + T)⇤

vuol dire che u = v1 . . . vn dove vi 2 R oppure vi 2 T . Quindi si ha

che x = ru = (w1 . . . wmv1 . . . vn) 2 (R + T)⇤. Si è quindi dimostrata

l’uguaglianza.

(4) ;⇤ = ".

L’uguaglianza non è vera, dato che ;⇤ è l’insieme vuoto, mentre " = {"} è

l’insieme che contiene unicamente la striga vuota " (quindi è non vuoto).

2

Esercizio 1.10. Si determini l’automa deterministico minimo per il linguaggio
denotato dall’espressione regolare: (0⇤ + 1

⇤ + (01)⇤).

Soluzione. Costruiamo l’"-NFA che riconosce tale linguaggio:

2

'2 ^ display2 = s.x/x .’vendor := ’vendor2’’)

(('1 ^ display1 = s.x ) _

('2 ^ display2 = s.x ))

¬(x = baseUrl) ^ x 2 display1 _ x 2 display2

L =
�

x
�� 9n 2 N. x = 0n _ x = 1n _ x = (01)n

 

Examples

• a|b* denotes  
 {ε, "a", "b", "bb", "bbb", ...} 

• (a|b)* denotes  
       all the strings formed with  “a"  and  "b" 
• ab*(c|ε) denotes  

the set of strings starting with "a", then zero or more “b"s 
      and finally optionally a “c" 
• (0|(1(01*0)*1))*  

denotes the set of binary numbers that are multiples of 3
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Theorem 3 

For each  DFA D, then there is a regular expression r such that L(D)=L(r). 

Turning a DFA into a RE

Construction:  

• Eliminates states of the automaton and replaces the edges with regular  

   expressions that includes the behavior of the eliminated states.   

• Eventually we get down to the situation with just a start and final node,  

      and this is easy to express as a RE



 

q1

qk

s

p1

pm

.

.

.

.

.

.

R1m

R11

SQ1

QK

Rkm

Rk1

P1

Pm

 

q1

qk

p1

pm

.

.

.

R11+Q1S*P1

Rkm+QkS*Pm

.

.

.
Rk1+QkS*P1

R1m+Q1S*Pm

Note: q and p may be the same state!

• Consider the figure below, which shows a generic state s about to be 
eliminated.  The labels on all edges are regular expressions. 

• To remove s, we must make labels from each qi to p1 up to pm that include 
the paths we could have made through s. 

State Elimination



Starting with intermediate states and then moving to accepting 
states, apply the state elimination process to produce an 
equivalent automaton with regular expression labels on the 
edges.  
•   The result will be some  (one or more than one)  state 

automaton with a start state and accepting state.

        DFA to RE via State Elimination 



 

Start
S

R

T

U

We can describe this automaton as:  (R+SU*T)*SU*

DFA to RE State Elimination (2)

If the two states are different, we will have an automaton 
that looks like the following:



Start

R

We can describe this automaton as simply R*.

If the start state is also an accepting state, then we must also 
perform a state elimination from the original automaton that 
gets rid of every state but the start state.  This leaves the 
following:

DFA to RE State Elimination (3)



DFA to RE State Elimination (4)

If there are n accepting states, we must repeat the above steps for 
each accepting states to get n different regular expressions, R1, R2, 
… Rn.  For each repeat we turn any other accepting state to non-
accepting.  The desired regular expression for the automaton is 
then the union of each of the n regular expressions:  R1∪ R2… ∪ RN



3Start 1 2
1 1

0

0

0,1

3Start 1 2
1 1

0

0

0+1

DFAàRE Example

• Convert the following to a RE 

• First convert the edges to RE’s:



3Start 1 2
1 1

0

0

0+1

3Start 2
11

0+10 0+1

Note edge from 3à3

Answer:  (0+10)*11(0+1)*

DFA à RE Example (2)
• we want to eliminate State 1: 

• obtaining:



1Start 2 3
1 1

0

1

00

1Start 3

0 0+10*1

10*1

Third Example

• Automata that accepts even number of 1’s 

• Eliminate state 2:



1Start 3

0 0+10*1

10*1

1Start

0

This is just 0*;  can ignore going to state 3 
since we would “die”

3

0+10*1

10*1

Third Example (2)

• Two accepting states, turn off state 3 first



1Start 3

0 0+10*1

10*1

This is just 0*10*1(0+10*1)* 

Combine from previous slide to get 
0* + 0*10*1(0+10*1)*

1Start 3

0 0+10*1

10*1

Second Example (3)

• Turn off state 1 second:
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Converting a RE to an Automata

• We can convert a RE to an ε-NFA 
– Inductive construction 
– Start with a simple basis, use that to build more 

complex parts of the NFA



R=a

R=ε

a

ε

R=Ø

Next slide: More complex RE’s

RE to ε-NFA

• Basis:



R=S+T
S

T

ε

ε

ε

ε

R=ST S T
ε

R=S* S
ε

ε

ε
ε



a
a

b
b

ab
a bε

RE to ε-NFA Example

• Convert R= (ab+a)* to an NFA 
– We proceed in stages, starting from simple elements and 

working our way up 



ab+a
a bε

a

ε

ε

ε

ε

(ab+a)* a bε

a

ε

ε

ε

ε

ε
ε

ε

ε

RE to ε-NFA Example (2)

ε
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Esercizio 1.9. Si provino o refutino le seguenti identità:
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(3) r
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(4) ;⇤ = "
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Siano R e S gli insiemi associati alle espressioni regolari r e s. Per defi-
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dire x 2 R + S se e solo se x 2 R [ S. Possiamo perciò concludere che

r + s implica R [ S e che s + r implica S [ R, dove R [ S = S [ R per la

commutatività dell’unione.

(2) r(st) = (rs)t.
Siano R, S e T gli insiemi associati alle espressioni regolari r, s e t. Si deve

mostrare che R(ST) = (RS)T , ovvero che x 2 R(ST) se e solo se x 2 (RS)T :

x 2 R(ST) , x = ry con r 2 R, y 2 ST

, x = rst con r 2 R, s 2 S, t 2 T

, x = vt con v 2 RS, t 2 T

, x 2 (RS)T

(3) r
⇤(r + t)⇤ = (r + t)⇤.

Siano R e T gli insiemi associati alle espressioni regolari r e t. Si deve

mostrare che R
⇤(R + T)⇤ = (R + T)⇤. Per ottenere questo verifichiamo

l’inclusione nei due sensi. Dimostriamo (R + T)⇤ ✓ R
⇤(R + T)⇤ Sia x 2

(R + T)⇤ allora x = x" 2 R
⇤(R + T)⇤. Dimostriamo invece R

⇤(R + T)⇤ ✓
(R + T)⇤. Se x 2 R

⇤(R + T)⇤ allora x = ru con r 2 R
⇤

e u 2 (R + T)⇤,
allora r 2 R

⇤
vuol dire che r = w1 . . . wm con wi 2 R e u 2 (R + T)⇤

vuol dire che u = v1 . . . vn dove vi 2 R oppure vi 2 T . Quindi si ha

che x = ru = (w1 . . . wmv1 . . . vn) 2 (R + T)⇤. Si è quindi dimostrata

l’uguaglianza.

(4) ;⇤ = ".

L’uguaglianza non è vera, dato che ;⇤ è l’insieme vuoto, mentre " = {"} è

l’insieme che contiene unicamente la striga vuota " (quindi è non vuoto).

2

Esercizio 1.10. Si determini l’automa deterministico minimo per il linguaggio
denotato dall’espressione regolare: (0⇤ + 1

⇤ + (01)⇤).

Soluzione. Costruiamo l’"-NFA che riconosce tale linguaggio:

2

'2 ^ display2 = s.x/x .’vendor := ’vendor2’’)

(('1 ^ display1 = s.x ) _

('2 ^ display2 = s.x ))

¬(x = baseUrl) ^ x 2 display1 _ x 2 display2

L =
�

x
�� 9n 2 N. x = 0n _ x = 1n _ x = (01)n

 

24 1. LINGUAGGI FORMALI

GFED@ABC?>=<89:;q1

0
⌦⌦

GFED@ABCq0

"

OO

"
//

"

✏✏

GFED@ABC?>=<89:;q2

1
⌦⌦

GFED@ABC?>=<89:;q3

0
++ GFED@ABCq4

1

kk

formalmente abbiamo M = h{q0, q1, q2, q3, q4}, {0, 1, "}, �, q0, {q1, q2, q3}i. La di-

mostrazione che questo automa e↵ettivamente riconosce il linguaggio desiderato è

banale e deriva dal teorema di equivalenza tra linguaggi denotati da espressioni

regolari e linguaggi regolari.

Ricaviamo dall’"-NFA, l’NFA equivalente. Si ricorda che dato un "-NFA definito

come M = hQ, ⌃, �, q0, Fi esiste sempre un NFA M
0 = hQ, ⌃, �

0
, q0, F

0i tale che

L(M) = L(M 0) dove

• F
0 =

�
F [ {q0} Se "-closure(q0) \ F 6= ;
F altrimenti

• �
0(q, a) = �̂(q, a).

Definiamo la matrice di transizione di M
0
come

0 1

q0 {q1, q4} {q2}
q1 {q1} ;
q2 ; {q2}
q3 {q4} ;
q4 ; {q3}

Disegnamo M
0
:

GFED@ABC?>=<89:;q1

0
⌦⌦

GFED@ABC?>=<89:;q0

0

OO

1
//

0

  

BB
BB

BB
BB

BB
B

GFED@ABC?>=<89:;q2

1
⌦⌦

GFED@ABC?>=<89:;q3 0
++ GFED@ABCq4

1

kk

che formalmente si scrive M
0 = h{q0, q1, q2, q3, q4}, {0, 1}, �, q0, {q0, q1, q2, q3}i.

Dato l’NFA si ricava il DFA equivalente come visto nell’Esercizio 1.5. Definiamo

la matrice di transizione per il DFA, ottenuta rinominando gli stati nel seguente

ℇ-NFA

Esempio: from RE to ℇ-NFA



What have we shown?

• Regular expressions, finite state automata and regular grammars 
are really  different ways of expressing the same thing.   

• In some cases you may find it easier to start with one and move 
to the other 
– E.g., the language of an even number of one’s is typically 

easier to design as a NFA or DFA and then convert it to a 
RE



Not all languages are regular!

• L={ anbn | n ∈ Nat }



k0

∀z∈Lu v w

∈Lv v

v v v ∈L

∈L

Pumping Lemma

Given L an infinite regular language then there exists an integer k such  

that for any string                            it is possible  to split z  into 3 
substrings 
             z = uvw with |uv|  k, |v| > 0 such that 8i 2 N, uviw 2 L

<latexit sha1_base64="SVExWsqr0NO/XDaRJeOs0m70rKc="></latexit>

z 2 L.|z| � k

<latexit sha1_base64="ozge/dzxHemHOzK/lOWUBxod5BM=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ3UV42vaJduBovgKiQiqLuiGxcuKtgHtKFMppN26GQSZyZCmtZfceNCEbd+iDv/xkmbhbYeuHA4517uvcePGZXKcb6N0srq2vpGedPc2t7Z3bP2D5oySgQmDRyxSLR9JAmjnDQUVYy0Y0FQ6DPS8kfXud96JELSiN+rNCZeiAacBhQjpaWeVRl3KYe39mQ86Q7IAxyZptmzqo7tzACXiVuQKihQ71lf3X6Ek5BwhRmSsuM6sfIyJBTFjEzNbiJJjPAIDUhHU45CIr1sdvwUHmulD4NI6OIKztTfExkKpUxDX3eGSA3lopeL/3mdRAUXXkZ5nCjC8XxRkDCoIpgnAftUEKxYqgnCgupbIR4igbDSeeUhuIsvL5Pmqe2e2Zd3Z9XaVRFHGRyCI3ACXHAOauAG1EEDYJCCZ/AK3own48V4Nz7mrSWjmKmAPzA+fwCU0ZNw</latexit>



1

Se L è un linguaggio CF allora esiste un valore k 2 N tale che
per ogni stringa z 2 L. |z | � k

esiste una suddivisione z = uvwxy , con |vwx |  k , |vx | > 0,
tale che 8i 2 N. uv iwx iy 2 L.

L CF )

8k 2 N 9z 2 L. |z | � k

ogni suddivisione z = uvwxy , con |vwx |  k , |vx | > 0,

è tale che 9i 2 N. uv iwx iy /2 L {

Se L è un linguaggio regolare allora esiste un valore k 2 N tale
che per ogni stringa z 2 L. |z | � k

esiste una suddivisione z = uvw , con |uv |  k , |v | > 0,
tale che 8i 2 N. uv iw 2 L.

Sia M = h{q0, . . . , qn�1}, ⌃, �, q0,F i un DFA tale che L = L(M )

ai ai+1 aj aj+1 p1, . . . , pm 2 {q0, . . . , qn�1}

Sia k = n e z = a1 . . . am 2 L con m > n (cosa succede se non esiste?)
m + 1 stati ) almeno uno stato (sono n < m) è attraversato due volte

1. |uv | < k perché il primo stato che si ripete è

2. |v | > 0 perché si deve ripetere almeno una volta

3. uv iw 2 L perché posso ripetere il ciclo illimitatamente

ogni suddivisione z = uvw , con |uv |  k , |v | > 0

è tale che 9i 2 N. uv iw /2 L

1
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è tale che 9i 2 N. uv iwx iy /2 L {
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u, v ,w t.c. z = uvw
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ai ai+1 aj aj+1 p1, . . . , pm 2 {q0, . . . , qn�1}

Sia k = n e z = a1 . . . am 2 L con m > n (cosa succede se non esiste?)
m + 1 stati ) almeno uno stato (sono n < m) è attraversato due volte

1. |uv | < k perché il primo stato che si ripete è

2. |v | > 0 perché si deve ripetere almeno una volta

3. uv iw 2 L perché posso ripetere il ciclo illimitatamente

ogni suddivisione z = uvw , con |uv |  k , |v | > 0

è tale che 9i 2 N. uv iw /2 L

u, v ,w t.c. z = uvw
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Se L è un linguaggio CF allora esiste un valore k 2 N tale che
per ogni stringa z 2 L. |z | � k

esiste una suddivisione z = uvwxy , con |vwx |  k , |vx | > 0,
tale che 8i 2 N. uv iwx iy 2 L.

L CF )

8k 2 N 9z 2 L. |z | � k

ogni suddivisione z = uvwxy , con |vwx |  k , |vx | > 0,
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2. |v | > 0 perché si deve ripetere almeno una volta
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3. uv iw 2 L perché posso ripetere il ciclo illimitatamente

ogni suddivisione z = uvw , con |uv |  k , |v | > 0
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Se L è un linguaggio CF allora esiste un valore k 2 N tale che
per ogni stringa z 2 L. |z | � k

esiste una suddivisione z = uvwxy , con |vwx |  k , |vx | > 0,
tale che 8i 2 N. uv iwx iy 2 L.

L CF )

8k 2 N 9z 2 L. |z | � k

ogni suddivisione z = uvwxy , con |vwx |  k , |vx | > 0,
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Negating the PL
The PL gives a necessary condition, that can be used to prove that a 
language is not regular! 

   If                                                  for all possible splitting 

    then L is not a regular language!

8k 2 N 9z 2 L.|z| � k
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z = uvw with |uv|  k, |v| > 0 9i 2 N such that uviw 62 L
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u v w

ak bk

z∈L,  |v|=i,

|uv| > k

Esempio

• L={ anbn | n ∈ Nat }, consider  k ∈ N 
• Let z = akbk



✴ Sia L={ anbn | n ∈ Nat }, prendiamo k ∈ Nat 

✴ Sia z = akbk

u v w

ak bk

z∈L,  |v|=i,

v2

ak+ibk ∈L
i ≠ 0

Esempio

• L={ anbn | n ∈ Nat }, consider  k ∈ N 
• Let z = akbk



Property of Regular languages
The regular languages are closed with respect to the union, 
concatenation and Kleene closure. 
 
The complement of a regular language is always regular.

• The regular language are closed under intersection  

Decision Properties: 
Approximately all the properties are decidable in case of finite 
automaton. 

(i) Emptiness  
(ii) Non-emptiness  
(iii) Finiteness  
(iv) Infiniteness  
(v) Membership  



DFA Minimization

● Some states can be redundant: 
— The following DFA accepts (a|b)+ 
— State s1 is not necessary



DFA Minimization

● The task of DFA minimization, then, is to automatically transform 
a given DFA into a state-minimized DFA 
— Several algorithms and variants are known



DFA Minimization Algorithm

● Recall that a DFA M=(Q, Σ, δ, q0, F)  

● Two states p and q are distinct if 
— p in F and q not in F or vice versa, or 
— for some α in Σ, δ(p, α) and δ(q, α) are distinct 

● Using this inductive definition, we can calculate which states are 
distinct



DFA Minimization Algorithm

● Create lower-triangular table DISTINCT, initially 
blank 

● For every pair of states (p,q): 
— If p is final and q is not, or vice versa 

→DISTINCT(p,q) = ε 

● Loop until no change for an iteration: 
— For every pair of states (p,q) and each symbol α  

→ If DISTINCT(p,q) is blank and  
DISTINCT( δ(p,α), δ(q,α) ) is not blank 
▪ DISTINCT(p,q) = α 

● Combine all states that are not distinct 



s0
s1

s2

s0 s1 s2

Very Simple Example



s0
s1 ε
s2 ε

s0 s1 s2

Label pairs with ε where one is a final state and the other is not

Very Simple Example



s0
s1 ε
s2 ε

s0 s1 s2

Main loop (no changes occur)

Very Simple Example

→DISTINCT(p,q) is blank and  
DISTINCT( δ(p,α), δ(q,α) ) is not blank 
▪ DISTINCT(p,q) = α 

●



s0
s1 ε
s2 ε

s0 s1 s2

DISTINCT(s1, s2) is empty, so s1 and s2 are equivalent states

Very Simple Example



Merge s1 and s2

Very Simple Example

a,b



More Complex Example



More Complex Example

● Check for pairs with one state final and one 
not:



More Complex Example

● First iteration of main loop:



More Complex Example
● Second iteration of main loop:



More Complex Example
● Third iteration makes no changes 
— Blank cells are equivalent pairs of states



More Complex Example

● Combine equivalent states for minimized DFA:



Conclusion

● DFA Minimization is a fairly understandable process, and is 
useful in several areas 
— Regular expression matching implementation 
— Very similar algorithm is used for compiler 

optimization to eliminate duplicate 
computations 

● The algorithm described is O(kn2) 
— John Hopcraft describes another more 

complex algorithm that is O(k (n log n) )



Linguaggi Context Free



A Context free Grammar (Σ, N, S, P) is a generative grammar,  
where 

• every production has the form  U � V  

where U belongs to  N  and V belongs to   (Σ ∪ N) . 

• only for the  starting symbol S, we can have  S� ε   

Context free Grammars

+



CHAPTER 6

Grammatiche libere dal contesto

U na grammatica è, intuitivamente, un insieme di regole che permettono di
generare un linguaggio. Un ruolo fondamentale tra le grammatiche è costitu-

ito dalle grammatiche libere dal contesto mediante le quali vengono solitamente
descritti i linguaggi di programmazione.

1. Definizione formale

Una grammatica libera dal contesto (CF) è una quadrupla G = ⟨V, T, P, S⟩, ove:

• V è un insieme finito di variabili (dette anche simboli non terminali),
• T è un insieme finito di simboli terminali (V ∩ T = ∅),
• P è un insieme finito di produzioni; ogni produzione è della forma A→ α,1

ove:
– A ∈ V è una variabile, e
– α ∈ (V ∪ T)∗.

• S ∈ V è una variabile speciale, detta simbolo iniziale.

Esempio 6.1. Sia G la grammatica seguente:

G = {{E}, {or, and, not, (, ), 0, 1}, P, E}

ove P è costituito da:

E &→ 0

E &→ 1

E &→ (E or E)

E &→ (E and E)

E &→ (not E)

Come vedremo, G genererà le possibili espressioni booleane.

Notazione 6.2. Per le grammatiche saranno utilizzate le seguenti notazioni:
lettere maiuscole A, B, C, D, E, S denotano variabili, S—a meno che non sia esplici-
tamente detto il contrario—il simbolo iniziale. a, b, c, d, e, 0, 1 denotano simboli
terminali; X, Y, Z denotano simboli che possono essere sia terminali che variabili;

1Oppure, equivalentemente, si può vedere come una coppia ⟨A,α⟩ ∈ V × (V ∪ T)∗.
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ito dalle grammatiche libere dal contesto mediante le quali vengono solitamente
descritti i linguaggi di programmazione.

1. Definizione formale

Una grammatica libera dal contesto (CF) è una quadrupla G = ⟨V, T, P, S⟩, ove:
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Example

E, P



58 6. GRAMMATICHE LIBERE DAL CONTESTO

u, v, w, x, y, z denotano stringhe di terminali, α,β,γ, δ stringhe generiche di sim-
boli (sia terminali che non). Se A → α1, . . . , A → αn ∈ P, esprimeremo questo
fatto scrivendo: A → α1| · · · |αn. Con A-produzione denoteremo una generica
produzione con la variabile A a sinistra.

La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).
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La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).
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Esempio
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associamo al gruppo dalla seconda in poi una nuova variabile mediante una tran-

sizione e sostituiamo nelle transizioni esistenti. In altri esercizi verrà richiesto di

dimostrare che un linguaggio è CF, per far ciò è su�ciente mostrare una gramma-

tica CF che lo genera e dimostrare che ciò avviene. Ovvero bisogna dimostrare che

ogni stringa appartiene al linguaggio se e solo se è generata dalla grammatica. In

particolare si dimostra per induzione sulla lunghezza della stringa che ogni stringa

nel linguaggio è generata dalla grammatica e si dimostra per induzione sulla lun-

ghezza della derivazione che se esiste una derivazione nella grammatica allora la

stringa generata sta nel linguaggio.

Infine facciamo vedere come è possibile trasformare una generica grammatica in una

in forma normale di Greibach e come si definisce l’automa a pila corrispondente.

Esercizio 3.1. Si definisca la grammatica CF in forma normale di Chomsky
che genera tutte le stringhe palindrome sull’alfabeto {0, 1} (ad esempio abbiamo che
00100, 010010 sono palindrome mentre 0101, 01001 non lo sono).

Soluzione. Consideriamo la seguente grammatica che genera stringhe palindrome

sui simboli 0, 1:

S ! "|0|1|0S0|1S1

Dimostriamo che tale grammatica genera e↵ettivamente tutte e solo le stringhe pa-

lindromi. In particolare dobbiamo dimostrare che se x è palindrome allora esiste

una derivazione S )⇤ x e che se esiste una derivazione S )⇤ x allora x è palindro-

me. Il primo fatto viene dimostrato per induzione sulla lunghezza |x| della stringa

x, mentre il secondo fatto viene dimostrato per induzione sulla lunghezza k della

derivazione.

1. x palindrome allora S )⇤ x: Per induzione su |x|.

Base: |x|=0, ovvero x = ", ed è evidente che S ! ".

Induzione: Supponiamo che per ogni y palindrome tale che |y| < k esiste

una derivazione S )⇤ y. Consideriamo x palindrome tale che |x| = k. Se

x è palindrome allora x = uv oppure x = uav con a 2 {0, 1} e u, v 2 {0, 1}⇤

tali che v è uguale a u rovesciata. Se x = uv allora x = u
0
aav

0
, con

a 2 {0, 1}, u = u
0
a e v = av

0
. Consideriamo ora y = u

0
v
0
, è facile

verificare che y è ancora palindrome ed è tale che |y| < k, allora per ipotesi

induttiva abbiamo che S )⇤ y = u
0
v
0
. Ma allora esiste la derivazione

S )⇤ u
0
Sv

0
per cui possiamo costruire la seguente derivazione:

S )⇤ u
0
Sv

0 ! u
0
aSav

0 ! u
0
aav

0 = x

Quindi abbiamo trovato una derivazione per x. Analogo il caso in cui

x = uav.

2. S )k x allora x palindrome: Per induzione su k.

Base: k = 1 allora S ! ", S ! 0 e S ! 1, dove ", 0, 1 sono tutte palindromi.

Induzione: Supponiamo che se S )k x allora x è palindrome, vediamo cosa

succede se prendiamo una derivazione lunga k+1. Se x è palindrome allora

x = uv oppure x = uav con a 2 {0, 1} e u, v 2 {0, 1}⇤, tali che v è uguale

a u rovesciata. In ogni caso avere una derivazione per x significa avere

la derivazione S )k-1 uSv, allora possiamo vedere cosa può succedere ad

z = {x 2 {0, 1}⇤ | x = xR}
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Given a grammar (Σ, N, S, P). 
The parse tree is the graph representation of a derivation, 
 which can be defined in the following way: 

• every vertex has a label in Σ U N U {ε},  
• the label of the root  and of every internal vertex belongs to N, 
• if a vertex is labeled with A and has m children labeled with X1,. …, Xk 
• then   the production A->X1…Xk belongs to P, 
• if a vertex is labeled with ε then is a leaf and is an  only child.

Parse tree
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u, v, w, x, y, z denotano stringhe di terminali, α,β,γ, δ stringhe generiche di sim-
boli (sia terminali che non). Se A → α1, . . . , A → αn ∈ P, esprimeremo questo
fatto scrivendo: A → α1| · · · |αn. Con A-produzione denoteremo una generica
produzione con la variabile A a sinistra.

La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).
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Per quanto dimostrato nell’esempio 5.3 usando il pumping lemma, il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0} non è un linguaggio regolare. Pertanto l’insieme dei linguaggi
regolari e quello dei linguaggi CF non sono lo stesso insieme. Vedremo, comunque,
che il primo insieme è incluso nel secondo.

Esempio 6.5. La grammatica dell’Esempio 6.1 genera tutte le espressioni
booleane (si dimostri questo fatto per per induzione sulla struttura dell’espressione).

3. Alberi di derivazione

Le derivazioni generate da una grammatica vengono ben visualizzate mediante
l’ausilio di strutture dati ad albero.

Sia G = ⟨V, T, P, S⟩ una grammatica CF. Un albero è un albero di derivazione
(parse tree) per G se:

(1) ogni vertice ha una etichetta, presa tra V ∪ T ∪ {ε};
(2) l’etichetta della radice appartiene a V ;
(3) ogni vertice interno (ovvero, non una foglia) ha etichetta appartenente a

V ;
(4) se un vertice n è etichettato con A e n1, . . . , nk sono (ordinatamente, da

sinistra a destra) i vertici figli di A etichettati con X1, . . . , Xk, allora

A→ X1 · · ·Xk ∈ P ;

(5) se un vertice n ha etichetta ε, allora n è una foglia ed è l’unico figlio di
suo padre.

Si noti che la definizione di albero non impone che tutte le foglie siano etichet-
tate con simboli terminali. L’albero avente un solo nodo etichettato da S è un
caso particolare di albero di derivazione. Gli alberi verrano utilizzati per dare
una controparte grafica delle derivazioni. Se vi sono foglie etichettate con simboli
non terminali, allora l’albero rappresenta una derivazione parziale. Diremo che un
albero descrive una stringa α ∈ (V ∪ T)∗ se α è proprio la stringa che possiamo
leggere dalle etichette delle foglie da sinistra a destra.

Esempio 6.6. La grammatica dell’esempio 6.1 genera, in particolare, la stringa
w = ((0 or 1) and (not 0)). La derivazione per w è rappresentata dall’albero
seguente (che descrive w):

E
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G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
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allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
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• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
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colare vale che α
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Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).

3. ALBERI DI DERIVAZIONE 59

Per quanto dimostrato nell’esempio 5.3 usando il pumping lemma, il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0} non è un linguaggio regolare. Pertanto l’insieme dei linguaggi
regolari e quello dei linguaggi CF non sono lo stesso insieme. Vedremo, comunque,
che il primo insieme è incluso nel secondo.

Esempio 6.5. La grammatica dell’Esempio 6.1 genera tutte le espressioni
booleane (si dimostri questo fatto per per induzione sulla struttura dell’espressione).

3. Alberi di derivazione

Le derivazioni generate da una grammatica vengono ben visualizzate mediante
l’ausilio di strutture dati ad albero.

Sia G = ⟨V, T, P, S⟩ una grammatica CF. Un albero è un albero di derivazione
(parse tree) per G se:

(1) ogni vertice ha una etichetta, presa tra V ∪ T ∪ {ε};
(2) l’etichetta della radice appartiene a V ;
(3) ogni vertice interno (ovvero, non una foglia) ha etichetta appartenente a

V ;
(4) se un vertice n è etichettato con A e n1, . . . , nk sono (ordinatamente, da

sinistra a destra) i vertici figli di A etichettati con X1, . . . , Xk, allora

A→ X1 · · ·Xk ∈ P ;

(5) se un vertice n ha etichetta ε, allora n è una foglia ed è l’unico figlio di
suo padre.

Si noti che la definizione di albero non impone che tutte le foglie siano etichet-
tate con simboli terminali. L’albero avente un solo nodo etichettato da S è un
caso particolare di albero di derivazione. Gli alberi verrano utilizzati per dare
una controparte grafica delle derivazioni. Se vi sono foglie etichettate con simboli
non terminali, allora l’albero rappresenta una derivazione parziale. Diremo che un
albero descrive una stringa α ∈ (V ∪ T)∗ se α è proprio la stringa che possiamo
leggere dalle etichette delle foglie da sinistra a destra.

Esempio 6.6. La grammatica dell’esempio 6.1 genera, in particolare, la stringa
w = ((0 or 1) and (not 0)). La derivazione per w è rappresentata dall’albero
seguente (che descrive w):

E
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u, v, w, x, y, z denotano stringhe di terminali, α,β,γ, δ stringhe generiche di sim-
boli (sia terminali che non). Se A → α1, . . . , A → αn ∈ P, esprimeremo questo
fatto scrivendo: A → α1| · · · |αn. Con A-produzione denoteremo una generica
produzione con la variabile A a sinistra.

La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).

3. ALBERI DI DERIVAZIONE 59

Per quanto dimostrato nell’esempio 5.3 usando il pumping lemma, il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0} non è un linguaggio regolare. Pertanto l’insieme dei linguaggi
regolari e quello dei linguaggi CF non sono lo stesso insieme. Vedremo, comunque,
che il primo insieme è incluso nel secondo.

Esempio 6.5. La grammatica dell’Esempio 6.1 genera tutte le espressioni
booleane (si dimostri questo fatto per per induzione sulla struttura dell’espressione).

3. Alberi di derivazione

Le derivazioni generate da una grammatica vengono ben visualizzate mediante
l’ausilio di strutture dati ad albero.

Sia G = ⟨V, T, P, S⟩ una grammatica CF. Un albero è un albero di derivazione
(parse tree) per G se:

(1) ogni vertice ha una etichetta, presa tra V ∪ T ∪ {ε};
(2) l’etichetta della radice appartiene a V ;
(3) ogni vertice interno (ovvero, non una foglia) ha etichetta appartenente a

V ;
(4) se un vertice n è etichettato con A e n1, . . . , nk sono (ordinatamente, da

sinistra a destra) i vertici figli di A etichettati con X1, . . . , Xk, allora

A→ X1 · · ·Xk ∈ P ;

(5) se un vertice n ha etichetta ε, allora n è una foglia ed è l’unico figlio di
suo padre.

Si noti che la definizione di albero non impone che tutte le foglie siano etichet-
tate con simboli terminali. L’albero avente un solo nodo etichettato da S è un
caso particolare di albero di derivazione. Gli alberi verrano utilizzati per dare
una controparte grafica delle derivazioni. Se vi sono foglie etichettate con simboli
non terminali, allora l’albero rappresenta una derivazione parziale. Diremo che un
albero descrive una stringa α ∈ (V ∪ T)∗ se α è proprio la stringa che possiamo
leggere dalle etichette delle foglie da sinistra a destra.

Esempio 6.6. La grammatica dell’esempio 6.1 genera, in particolare, la stringa
w = ((0 or 1) and (not 0)). La derivazione per w è rappresentata dall’albero
seguente (che descrive w):

E
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u, v, w, x, y, z denotano stringhe di terminali, α,β,γ, δ stringhe generiche di sim-
boli (sia terminali che non). Se A → α1, . . . , A → αn ∈ P, esprimeremo questo
fatto scrivendo: A → α1| · · · |αn. Con A-produzione denoteremo una generica
produzione con la variabile A a sinistra.

La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).

3. ALBERI DI DERIVAZIONE 59

Per quanto dimostrato nell’esempio 5.3 usando il pumping lemma, il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0} non è un linguaggio regolare. Pertanto l’insieme dei linguaggi
regolari e quello dei linguaggi CF non sono lo stesso insieme. Vedremo, comunque,
che il primo insieme è incluso nel secondo.

Esempio 6.5. La grammatica dell’Esempio 6.1 genera tutte le espressioni
booleane (si dimostri questo fatto per per induzione sulla struttura dell’espressione).

3. Alberi di derivazione

Le derivazioni generate da una grammatica vengono ben visualizzate mediante
l’ausilio di strutture dati ad albero.

Sia G = ⟨V, T, P, S⟩ una grammatica CF. Un albero è un albero di derivazione
(parse tree) per G se:

(1) ogni vertice ha una etichetta, presa tra V ∪ T ∪ {ε};
(2) l’etichetta della radice appartiene a V ;
(3) ogni vertice interno (ovvero, non una foglia) ha etichetta appartenente a

V ;
(4) se un vertice n è etichettato con A e n1, . . . , nk sono (ordinatamente, da

sinistra a destra) i vertici figli di A etichettati con X1, . . . , Xk, allora

A→ X1 · · ·Xk ∈ P ;

(5) se un vertice n ha etichetta ε, allora n è una foglia ed è l’unico figlio di
suo padre.

Si noti che la definizione di albero non impone che tutte le foglie siano etichet-
tate con simboli terminali. L’albero avente un solo nodo etichettato da S è un
caso particolare di albero di derivazione. Gli alberi verrano utilizzati per dare
una controparte grafica delle derivazioni. Se vi sono foglie etichettate con simboli
non terminali, allora l’albero rappresenta una derivazione parziale. Diremo che un
albero descrive una stringa α ∈ (V ∪ T)∗ se α è proprio la stringa che possiamo
leggere dalle etichette delle foglie da sinistra a destra.

Esempio 6.6. La grammatica dell’esempio 6.1 genera, in particolare, la stringa
w = ((0 or 1) and (not 0)). La derivazione per w è rappresentata dall’albero
seguente (che descrive w):

E
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u, v, w, x, y, z denotano stringhe di terminali, α,β,γ, δ stringhe generiche di sim-
boli (sia terminali che non). Se A → α1, . . . , A → αn ∈ P, esprimeremo questo
fatto scrivendo: A → α1| · · · |αn. Con A-produzione denoteremo una generica
produzione con la variabile A a sinistra.

La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).

3. ALBERI DI DERIVAZIONE 59

Per quanto dimostrato nell’esempio 5.3 usando il pumping lemma, il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0} non è un linguaggio regolare. Pertanto l’insieme dei linguaggi
regolari e quello dei linguaggi CF non sono lo stesso insieme. Vedremo, comunque,
che il primo insieme è incluso nel secondo.

Esempio 6.5. La grammatica dell’Esempio 6.1 genera tutte le espressioni
booleane (si dimostri questo fatto per per induzione sulla struttura dell’espressione).

3. Alberi di derivazione

Le derivazioni generate da una grammatica vengono ben visualizzate mediante
l’ausilio di strutture dati ad albero.

Sia G = ⟨V, T, P, S⟩ una grammatica CF. Un albero è un albero di derivazione
(parse tree) per G se:

(1) ogni vertice ha una etichetta, presa tra V ∪ T ∪ {ε};
(2) l’etichetta della radice appartiene a V ;
(3) ogni vertice interno (ovvero, non una foglia) ha etichetta appartenente a

V ;
(4) se un vertice n è etichettato con A e n1, . . . , nk sono (ordinatamente, da

sinistra a destra) i vertici figli di A etichettati con X1, . . . , Xk, allora

A→ X1 · · ·Xk ∈ P ;

(5) se un vertice n ha etichetta ε, allora n è una foglia ed è l’unico figlio di
suo padre.

Si noti che la definizione di albero non impone che tutte le foglie siano etichet-
tate con simboli terminali. L’albero avente un solo nodo etichettato da S è un
caso particolare di albero di derivazione. Gli alberi verrano utilizzati per dare
una controparte grafica delle derivazioni. Se vi sono foglie etichettate con simboli
non terminali, allora l’albero rappresenta una derivazione parziale. Diremo che un
albero descrive una stringa α ∈ (V ∪ T)∗ se α è proprio la stringa che possiamo
leggere dalle etichette delle foglie da sinistra a destra.

Esempio 6.6. La grammatica dell’esempio 6.1 genera, in particolare, la stringa
w = ((0 or 1) and (not 0)). La derivazione per w è rappresentata dall’albero
seguente (che descrive w):

E

( E and E )!!!!!!!!!!!!!!!!!!

"""""""""

#########

$$$$$$$$$$$$$$$$$$

( E or E )%%
%%

%%
%

&
&
&
&
&

'
'
'
'
'

((
((

((
(

( not E )%%
%%

%%
%

&
&
&
&
&

'
''

''

0 1 0

Example



58 6. GRAMMATICHE LIBERE DAL CONTESTO

u, v, w, x, y, z denotano stringhe di terminali, α,β,γ, δ stringhe generiche di sim-
boli (sia terminali che non). Se A → α1, . . . , A → αn ∈ P, esprimeremo questo
fatto scrivendo: A → α1| · · · |αn. Con A-produzione denoteremo una generica
produzione con la variabile A a sinistra.

La grammatica dell’esempio 6.1 può essere dunque schematicamente rappre-
sentata da:

E "→ 0|1|(E or E)|(E and E)|(not E) .

2. Linguaggio generato

Le grammatiche servono a generare un linguaggio. Daremo ora le definizioni
necessarie a definire il linguaggio generato da una grammatica G = ⟨V, T, P, S⟩.
Definiremo le relazioni

G⇒,
G⇒i,

G⇒∗⊆ (V ∪ T)∗ × (V ∪ T)∗ nel seguente modo:

• se A → β ∈ P e α,γ ∈ (V ∪ T)∗, allora αAγ
G⇒ αβγ. Diremo in questo

caso che da αAγ deriva immediatamente αβγ;
• se α1, . . . ,αi ∈ (V ∪ T)∗, i ≥ 1, e

i−1
∧

j=1

αj
G⇒ αj+1 ,

allora α1
G⇒i αm. In questo caso diremo che da α1 deriva αm in i passi.

Per ogni α, diremo anche che α
G⇒0 α;

• se esiste i tale per cui α
G⇒i β, allora α

G⇒∗ β. Diremo in tal caso che da
α deriva β.

Si noti che
G⇒∗ è la chiusura transitiva e riflessiva della relazione

G⇒. In parti-

colare vale che α
G⇒∗ α per ogni α ∈ (V ∪ T)∗.

Il linguaggio generato da G è:

L(G) = {w ∈ T∗ : S
G⇒∗ w} .

L è un liguaggio libero dal contesto (CF) se esiste una grammatica CF G tale che
L = L(G). Due grammatiche G1 e G2 sono equivalenti se L(G1) = L(G2).

Esempio 6.3. Σ∗ è un linguaggio CF. Infatti, sia Σ = {s1, . . . , sn}, allora Σ∗ è
generato da:

S→ ε|s1S| · · · |snS .

Esempio 6.4. La grammatica schematicamente definita da:

S→ ASB | ε, A→ 0, B→ 1

genera il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0}

(dimostrare ciò per induzione su n come esercizio).

3. ALBERI DI DERIVAZIONE 59

Per quanto dimostrato nell’esempio 5.3 usando il pumping lemma, il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0} non è un linguaggio regolare. Pertanto l’insieme dei linguaggi
regolari e quello dei linguaggi CF non sono lo stesso insieme. Vedremo, comunque,
che il primo insieme è incluso nel secondo.

Esempio 6.5. La grammatica dell’Esempio 6.1 genera tutte le espressioni
booleane (si dimostri questo fatto per per induzione sulla struttura dell’espressione).

3. Alberi di derivazione

Le derivazioni generate da una grammatica vengono ben visualizzate mediante
l’ausilio di strutture dati ad albero.

Sia G = ⟨V, T, P, S⟩ una grammatica CF. Un albero è un albero di derivazione
(parse tree) per G se:

(1) ogni vertice ha una etichetta, presa tra V ∪ T ∪ {ε};
(2) l’etichetta della radice appartiene a V ;
(3) ogni vertice interno (ovvero, non una foglia) ha etichetta appartenente a

V ;
(4) se un vertice n è etichettato con A e n1, . . . , nk sono (ordinatamente, da

sinistra a destra) i vertici figli di A etichettati con X1, . . . , Xk, allora

A→ X1 · · ·Xk ∈ P ;

(5) se un vertice n ha etichetta ε, allora n è una foglia ed è l’unico figlio di
suo padre.

Si noti che la definizione di albero non impone che tutte le foglie siano etichet-
tate con simboli terminali. L’albero avente un solo nodo etichettato da S è un
caso particolare di albero di derivazione. Gli alberi verrano utilizzati per dare
una controparte grafica delle derivazioni. Se vi sono foglie etichettate con simboli
non terminali, allora l’albero rappresenta una derivazione parziale. Diremo che un
albero descrive una stringa α ∈ (V ∪ T)∗ se α è proprio la stringa che possiamo
leggere dalle etichette delle foglie da sinistra a destra.

Esempio 6.6. La grammatica dell’esempio 6.1 genera, in particolare, la stringa
w = ((0 or 1) and (not 0)). La derivazione per w è rappresentata dall’albero
seguente (che descrive w):

E
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Per quanto dimostrato nell’esempio 5.3 usando il pumping lemma, il linguaggio
{0n1n : n ≥ 0} non è un linguaggio regolare. Pertanto l’insieme dei linguaggi
regolari e quello dei linguaggi CF non sono lo stesso insieme. Vedremo, comunque,
che il primo insieme è incluso nel secondo.

Esempio 6.5. La grammatica dell’Esempio 6.1 genera tutte le espressioni
booleane (si dimostri questo fatto per per induzione sulla struttura dell’espressione).

3. Alberi di derivazione

Le derivazioni generate da una grammatica vengono ben visualizzate mediante
l’ausilio di strutture dati ad albero.

Sia G = ⟨V, T, P, S⟩ una grammatica CF. Un albero è un albero di derivazione
(parse tree) per G se:

(1) ogni vertice ha una etichetta, presa tra V ∪ T ∪ {ε};
(2) l’etichetta della radice appartiene a V ;
(3) ogni vertice interno (ovvero, non una foglia) ha etichetta appartenente a

V ;
(4) se un vertice n è etichettato con A e n1, . . . , nk sono (ordinatamente, da

sinistra a destra) i vertici figli di A etichettati con X1, . . . , Xk, allora

A→ X1 · · ·Xk ∈ P ;

(5) se un vertice n ha etichetta ε, allora n è una foglia ed è l’unico figlio di
suo padre.

Si noti che la definizione di albero non impone che tutte le foglie siano etichet-
tate con simboli terminali. L’albero avente un solo nodo etichettato da S è un
caso particolare di albero di derivazione. Gli alberi verrano utilizzati per dare
una controparte grafica delle derivazioni. Se vi sono foglie etichettate con simboli
non terminali, allora l’albero rappresenta una derivazione parziale. Diremo che un
albero descrive una stringa α ∈ (V ∪ T)∗ se α è proprio la stringa che possiamo
leggere dalle etichette delle foglie da sinistra a destra.

Esempio 6.6. La grammatica dell’esempio 6.1 genera, in particolare, la stringa
w = ((0 or 1) and (not 0)). La derivazione per w è rappresentata dall’albero
seguente (che descrive w):

E
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CHAPTER 7

Automi a pila

I n questo capitolo descriviamo una macchina astratta per il riconoscimento dei
linguaggi CF. Questa macchina corrisponde ad un arricchimento degli automi

già visti per il caso dei linguaggi regolari, mediante una struttura dati opportuna
per memorizzare informazione: la pila. Abbiamo visto che, grazie al pumping-
lemma per i linguaggi regolari, il linguaggio

{
anbn : n ≥ 0

}

non è regolare. Intuitivamente l’impossibilità di riconoscere questo linguaggio
da parte di un automa a stati finiti è legata all’impossibilità da parte di questi
automi di memorizare una quantità arbitrariamente grande (anche se finita) di
simboli e ricordarne il numero. Solo in questo modo infatti si può pensare di
poter confrontare il numero di occorrenze di “a” e “b” nella stringa da leggere.
Una struttura dati adeguata per risolvere questo problema è la pila, ovvero una
struttura dati LIFO (Last In First Out). Da un punto di vista architetturale, un
automa a pila è una macchina costituita da un controllo che è un automa a stati
finiti, un nastro di input che, come negli NFA e DFA, è di sola lettura, ed una
pila sulla quale sono possibili le operazioni di: push(X), pop(X), empty (si veda
la Figura 1):

• L’istruzione push(X) sposta una stringa X in testa alla pila,
• l’istruzione pop(X) preleva il simbolo in testa alla pila, e
• l’istruzione empty verifica, restituendo valore booleano, se la pila è vuota

o meno.

s1 s2 s3 · · · nastro · · ·

⇑

q

⇕

Z1 Z2 Z3 · · · pila · · ·

Figure 1. Automa a pila

69

Pushdown automata

The stack head always scans the top symbol   
It performs three  basic operations: 

Push: add a new symbol at the top. of the stack 
Pop: read and remove the top symbol 
Empty: verify if the stack is empty  

stack

tape

Alphabet of stack symbols: R



They can be  represented by M = (Q, Σ, R, δ, q0,Z0, F)  where  

• R is the alphabet of stack symbols, 

•                                                           is the transition function 

• Z0 belonging to R is the starting symbol on the stack 

Pushdown automata

� : Q⇥ (⌃ [ {✏})⇥R ! }f (Q⇥R⇤)

<latexit sha1_base64="hHN6uA9/VZWsj7NtVM451hRSWuc="></latexit>



The evolution of the PDA is described by triples (q, w, γ) where; 

• q is the current state of the control unit 

• w is the unread part of the input string or the remaining input  

• γ is the current contents of the PDA stack 

A move from one instantaneous description to another will be denoted by  

(q0, aw, Zr) ⊢> (q1, w, γr)  iff (q1,y) belongs to δ(q0,a,Z) 

Instantaneous Description
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Le azioni possibili di un automa a pila sono:

• Leggere dal nastro e dalla pila (pop) contemporaneamente
– avanzare la testina a destra sul nastro
– cambiare stato nel controllo
– inserire una stringa (anche vuota) sulla pila (push)

• Leggere solo dalla pila (pop)
– cambiare stato nel controllo
– inserire una stringa (anche vuota) sulla pila (push)

Definizione 7.1. Un automa a pila non-deterministico (APND) M è una
7-upla:

M = ⟨Q,Σ, R, δ, q0, Z0, F⟩
dove:

• Q è un insieme finito di stati
• Σ è un alfabeto finito
• R è l’alfabeto finito della pila
• q0 ∈ Q è lo stato iniziale
• Z0 ∈ R è il simbolo iniziale sulla pila
• F ⊆ Q è l’insieme degli stati finali
• δ : Q × (Σ ∪ {ε}) × R→ ℘f(Q × R∗) è la funzione di transizione

L’evoluzione di un automa a pila è determinata dall’evoluzione delle sue de-
scrizioni istantanee. Una descrizione istantanea rappresenta la “fotografia” dello
stato (stato + nastro + pila) della macchina ad un certo istante.

Definizione 7.2. Una descrizione istantanea per un APND è una tripla

(q, x,γ)

dove q ∈ Q è lo stato corrente, x ∈ Σ∗ è la stringa ancora da leggere sul nastro e
γ ∈ R∗ è la sequenza di simboli contenuti sulla pila. Se (p,γ) ∈ δ(q, a, Z) allora è
definito un passo di derivazione dell’APND:

(q, aw, Zα) '→M (p, w,γα)

Il linguaggio L(M) riconosciuto da un APND M si può definire in due modi
diversi: per pila vuota Lp(M) o per stato finale LF(M):

Lp(M) =
{
x ∈ Σ∗ : (q0, x, Z0) '→∗

M (q, ε, ε), q ∈ Q
}

LF(M) =
{
x ∈ Σ∗ : (q0, x, Z0) '→∗

M (q, ε,γ),γ ∈ R∗, q ∈ F
}

Proposizione 7.3. Per ogni APND M, esiste un APND M ′ tale che LF(M) =
Lp(M ′).

Nel seguito, quando l’APND è previsto per riconoscere le stringhe per pila vuota,
assumeremo F = ∅.

The language accepted by a pushdown automaton
Two ways to define a language:  

• with empty stack (in this case F is the empty set) 

• with   final states F 
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Esempio 7.4. Consideriamo l’APND che riconosce, per pila vuota, il linguag-
gio xcxr, dove c ∈ {a, b}∗ e xr è la stringa inversa della stringa x (ad esempio, se
x = aab allora xr = baa). L’APND è definito nel modo seguente:

⟨{q0, q1}, {a, b, c}, {Z, A, B}, δ, q0, Z, ∅⟩

Dove δ risulta definita dalla seguente matrice (le celle vuote possono essere definite
in qualunque modo che conduca sicuramente ad una refutazione):

q0 ε a b c

Z q0, ZA q0, ZB q1, ε

A

B

q1 ε a b c

Z q1, Z q1, Z

A q1, ε q1, Z q1, Z

B q1, Z q1, ε q1, Z

Ad esempio, il riconoscimento per pila vuota della stringa abcba avviene come
segue:

a bcba

↑ nastro

q0

↕ pila

Z

⇒

a b cba

↑ nastro

q0

↕ pila

Z A

⇒

ab c ba

↑ nastro

q0

↕ pila

Z BA

⇒

abc b a

↑ nastro

q1

↕ pila

B A

⇒

abcb a

↑ nastro

q1

↕ pila

A

⇒

abcba

↑ nastro

q1

↕ pila

Si osserva che il precedente APND è in realtà deterministico. Al contrario di
quanto accade per gli automi a stati finiti gli automi a pila non-deterministici
sono strettamente più potenti di quelli deterministici. Nel caso del linguaggio
dell’esempio precedente, questo è facilmente riconoscibile da un automa a pila de-
terministico in quanto esso è costituito da tutte e sole le stringhe del tipo xcxr.
La presenza del simbolo ausiliario c a delimitare le due parti simmetiche della
stringa, permette di avere sulla stringa stessa, un elemento di demarcazione tra le
fasi di caricamento della pila (la lettura della stringa x) ed il suo scaricamento (la
lettura della stringa xr). In questo modo, il riconoscimento della stringa avviene

APND
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Si osserva che il precedente APND è in realtà deterministico. Al contrario di
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sono strettamente più potenti di quelli deterministici. Nel caso del linguaggio
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stringa, permette di avere sulla stringa stessa, un elemento di demarcazione tra le
fasi di caricamento della pila (la lettura della stringa x) ed il suo scaricamento (la
lettura della stringa xr). In questo modo, il riconoscimento della stringa avviene

Esempio

L = { xcxR| x 2 {a, b}⇤ },⌃ = {a, b, c}

<latexit sha1_base64="WUcwZhhbcIMBT3MjAGbEbxiMqZ8="></latexit>

We will recognise the 
string when the input and 
stack are empty!
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Si osserva che il precedente APND è in realtà deterministico. Al contrario di
quanto accade per gli automi a stati finiti gli automi a pila non-deterministici
sono strettamente più potenti di quelli deterministici. Nel caso del linguaggio
dell’esempio precedente, questo è facilmente riconoscibile da un automa a pila de-
terministico in quanto esso è costituito da tutte e sole le stringhe del tipo xcxr.
La presenza del simbolo ausiliario c a delimitare le due parti simmetiche della
stringa, permette di avere sulla stringa stessa, un elemento di demarcazione tra le
fasi di caricamento della pila (la lettura della stringa x) ed il suo scaricamento (la
lettura della stringa xr). In questo modo, il riconoscimento della stringa avviene
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gio xcxr, dove c ∈ {a, b}∗ e xr è la stringa inversa della stringa x (ad esempio, se
x = aab allora xr = baa). L’APND è definito nel modo seguente:

⟨{q0, q1}, {a, b, c}, {Z, A, B}, δ, q0, Z, ∅⟩

Dove δ risulta definita dalla seguente matrice (le celle vuote possono essere definite
in qualunque modo che conduca sicuramente ad una refutazione):
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Z q0, ZA q0, ZB q1, ε
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Z q1, Z q1, Z

A q1, ε q1, Z q1, Z

B q1, Z q1, ε q1, Z
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↕ pila
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⇒
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abc b a
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q1
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B A
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↑ nastro

q1
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⇒

abcba
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Si osserva che il precedente APND è in realtà deterministico. Al contrario di
quanto accade per gli automi a stati finiti gli automi a pila non-deterministici
sono strettamente più potenti di quelli deterministici. Nel caso del linguaggio
dell’esempio precedente, questo è facilmente riconoscibile da un automa a pila de-
terministico in quanto esso è costituito da tutte e sole le stringhe del tipo xcxr.
La presenza del simbolo ausiliario c a delimitare le due parti simmetiche della
stringa, permette di avere sulla stringa stessa, un elemento di demarcazione tra le
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Remember:we will recognise the 
string when the input and stack 
are empty!



72 7. AUTOMI A PILA

in modo deterministico: non è necessario attivare nessun processo parallelo di ver-
ifica alla ricerca del punto mediano della stringa. Al contrario, ciò non è possibile
nel riconoscimento del linguaggio CF delle stringe palindrome. In questo caso,
per determinare se la lettura del simbolo corrente sul nastro corrisponde alla let-
tura del simbolo mediano della stringa, da cui inizia lo scaricamento della pila, ci
appoggiamo ad una computazione non-deterministica.

È importante notare che gli automi a pila deterministici sono solitamente
utilizzati per il riconoscimento sintattico dei linguaggi di programmazione. In
particolare, essi costituiscono la base per la realizzazione di compilatori (fase di
parsing). A tal proposito, si noti come la sintassi degli usuali linguaggi di pro-
grammazione sia strutturata in modo tale da interporre tra categorie sintattiche
dei simboli o sequenze di simboli marcatori, ad esempio if, while, then, etc.,
come nel caso dell’Esempio 7.4. Questo permette di realizzare la fase di parsing
del linguaggio attraverso un APD.

Esempio 7.5. Costruiamo un APND che riconosca il linguaggio delle stringhe
palindrome sull’alfabeto {a, b}: L =

{
wwr : w ∈ {a, b}∗

}
. L’automa è definito

come segue:

• Q = {q0, q1}
• Σ = {a, b}
• R = {Z, A, B}

e relazione di transizione:

q0 ε a b

Z q0, AZ q0, BZ

A q0, AA q0, BA

q1, ε

B q0, AB q0, BB

q1, ε

q1 ε a b

Z q1, ε

A q1, ε

B q1, ε

Esercizio 7.6. Scrivere le derivazioni necessarie per riconoscere la stringa:
abbba.

Lemma 7.7. Se L = Lp(M) con M APND, allora L = Lp(M ′) con M ′ APND
con 1 solo stato.

Proof. (Idea). Sia M = ⟨Q,Σ, R, δ, q0, Z0, F⟩. L’idea è quella di aumentare
i simboli nella pila per descrivere ogni coppia (qi, Zi) con qi ∈ Q e Zi ∈ R. Per
ogni coppia di questo tipo, si aggiunge un nuovo simbolo Z ′

i in R e si modifica δ in
modo tale che se Z ′ è il simbolo nuovo in corrispondenza della coppia (q, Z), allora:
δ(q, a, Z) = δ ′(q0, a, Z ′). Il lemma segue quindi banalmente per costruzione. !

I risultati seguenti dimostrano l’equivalenza tra i linguaggi riconosciuti dagli
APND e i linguaggi CF.

Example

L = { xxR| x 2 {a, b}⇤ },⌃ = {a, b}

<latexit sha1_base64="ArPT3rlhijmqBtXI+6LP2Wfg8rI=">AAACGXicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSKIlDIjBZVSKLpx4aI++oCmLZk0rcFMZkgy0jL2N9z4K25cKOJSV/6NaTsLbT1w4XDOvdx7jxtwprRtf1uJufmFxaXkcmpldW19I725VVV+KAmtEJ/7su5iRTkTtKKZ5rQeSIo9l9Oae3c28mv3VCrmixs9CGjTwz3BuoxgbaR22r4oogiiQr/funpABdhHTKAIZ100bB2gAhpmIbpmPQ8XY7Wdztg5eww4S5yYZECMcjv9iTo+CT0qNOFYqYZjB7oZYakZ4XSYQqGiASZ3uEcbhgrsUdWMxp8N4Z5ROrDrS1NCw7H6eyLCnlIDzzWdHta3atobif95jVB3j5sRE0GoqSCTRd2QQ+3DUUywwyQlmg8MwUQycyskt1hiok2YKROCM/3yLKke5px87uQynymdxnEkwQ7YBfvAAUegBM5BGVQAAY/gGbyCN+vJerHerY9Ja8KKZ7bBH1hfPzcLnzg=</latexit>



Unfortunately…

not all languages are Context Free !
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Se L è un linguaggio CF allora esiste un valore k 2 N tale
che per ogni stringa z 2 L. |z | � k possiamo suddividere z

in z = uvwxy , dove |vwx |  k , |vx | > 0 e
8i 2 N. uv iwx iy 2 L.

L CF) ⇒

k0

∀z∈Lu v w x y

∈Lv v x x

∈Lv v x xv x

…

Pumping Lemma for CF

Given a context free  language L  there exists an integer k such  

that for any string                            it is possible to split z  into 5 
substrings 
             

z 2 L.|z| � k

<latexit sha1_base64="ozge/dzxHemHOzK/lOWUBxod5BM=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ3UV42vaJduBovgKiQiqLuiGxcuKtgHtKFMppN26GQSZyZCmtZfceNCEbd+iDv/xkmbhbYeuHA4517uvcePGZXKcb6N0srq2vpGedPc2t7Z3bP2D5oySgQmDRyxSLR9JAmjnDQUVYy0Y0FQ6DPS8kfXud96JELSiN+rNCZeiAacBhQjpaWeVRl3KYe39mQ86Q7IAxyZptmzqo7tzACXiVuQKihQ71lf3X6Ek5BwhRmSsuM6sfIyJBTFjEzNbiJJjPAIDUhHU45CIr1sdvwUHmulD4NI6OIKztTfExkKpUxDX3eGSA3lopeL/3mdRAUXXkZ5nCjC8XxRkDCoIpgnAftUEKxYqgnCgupbIR4igbDSeeUhuIsvL5Pmqe2e2Zd3Z9XaVRFHGRyCI3ACXHAOauAG1EEDYJCCZ/AK3own48V4Nz7mrSWjmKmAPzA+fwCU0ZNw</latexit>

z = uvwxy with |vwx|  k, |vx| > 0 such that 8i 2 N, uviwxiy 2 L

<latexit sha1_base64="LzYyyjN2UPvWwGDLGqEO9797hKo="></latexit>



1

Se L è un linguaggio CF allora esiste un valore k 2 N tale che
per ogni stringa z 2 L. |z | � k

esiste una suddivisione z = uvwxy , con |vwx |  k , |vx | > 0,
tale che 8i 2 N. uv iwx iy 2 L.

L CF )

8k 2 N 9z 2 L. |z | � k

ogni suddivisione z = uvwxy , con |vwx |  k , |vx | > 0,

è tale che 9i 2 N. uv iwx iy /2 L {

Se L è un linguaggio regolare allora esiste un valore k 2 N tale
che per ogni stringa z 2 L. |z | � k

esiste una suddivisione z = uvw , con |uv |  k , |v | > 0,
tale che 8i 2 N. uv iw 2 L.

Sia M = h{q0, . . . , qn�1}, ⌃, �, q0,F i un DFA tale che L = L(M )

ai ai+1 aj aj+1 p1, . . . , pm 2 {q0, . . . , qn�1}

Sia k = n e z = a1 . . . am 2 L con m > n (cosa succede se non esiste?)
m + 1 stati ) almeno uno stato (sono n < m) è attraversato due volte

1. |uv | < k perché il primo stato che si ripete è

2. |v | > 0 perché si deve ripetere almeno una volta

3. uv iw 2 L perché posso ripetere il ciclo illimitatamente

ogni suddivisione z = uvw , con |uv |  k , |v | > 0

è tale che 9i 2 N. uv iw /2 L

1
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è tale che 9i 2 N. uv iwx iy /2 L

u, v ,w , x , y t.c. z = uvwxy

L =
�

x
�� x h almeno due 0 consecutivi e non ha mai due 1 consecutivi

 

1
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Se L è un linguaggio regolare allora esiste un valore k 2 N tale
che per ogni stringa z 2 L. |z | � k

esiste una suddivisione z = uvw , con |uv |  k , |v | > 0,
tale che 8i 2 N. uv iw 2 L.

Sia M = h{q0, . . . , qn�1}, ⌃, �, q0,F i un DFA tale che L = L(M )

ai ai+1 aj aj+1 p1, . . . , pm 2 {q0, . . . , qn�1}

Sia k = n e z = a1 . . . am 2 L con m > n (cosa succede se non esiste?)
m + 1 stati ) almeno uno stato (sono n < m) è attraversato due volte
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è tale che 9i 2 N. uv iwx iy /2 L

u, v ,w , x , y t.c. z = uvwxy

L =
�

x
�� x h almeno due 0 consecutivi e non ha mai due 1 consecutivi

 

1
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1. |uv | < k perché il primo stato che si ripete è

2. |v | > 0 perché si deve ripetere almeno una volta
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3. uv iw 2 L perché posso ripetere il ciclo illimitatamente

ogni suddivisione z = uvwxy , con |vwx |  k , |vx | > 0
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The PL for CF gives a necessary condition, that can be used to prove  
that a language is context free! 

   If       for all possible splitting of the form 

    then L is not context free!

8k 2 N 9z 2 L.|z| � k
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Negating the PL for CF

z = uvwxy with |vwx|  k, |vx| > 0 9i 2 N such that uviwxiy 62 L

<latexit sha1_base64="BsT73hy/l4k7qMib2qplBTtoQDM="></latexit>



u v w x y

ak bk ck z∈L,  |v|=i, |x|=j

Example

• Let  L={ anbncn | n ∈ Nat }, consider  k ∈ N 
• Let  z = akbkck

remember |vwx|<k
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The CF languages are closed with respect to the union, concatenation  
and Kleene closure. 
 
The complement of CF language is not always CF.

• The CF language are not closed under intersection  

Decision Properties: 
Approximately all the properties are decidable in case of CF 

(i) Emptiness  
(ii) Non-emptiness  
(iii) Finiteness  
(iv) Infiniteness  
(v) Membership 

Properties of the CF languages



82 9. LE GRAMMATICHE REGOLARI E LA GERARCHIA DI CHOMSKY

Tuttavia:

Teorema 9.6. Ci sono insiemi ricorsivi che non sono generati da nessuna
grammatica dipendente dal contesto.

Proof. (Si veda [13]) !

Nell’Esempio 8.2 abbiamo mostrato che {aibici : i ≥ 1} non è un linguaggio
CF. Mostreremo ora che tale linguaggio è un linguaggio dipendente dal contesto.

Esempio 9.7. La grammatica di tipo 1:

S → aSBC | aBC

CB → BC

bB → bb

bC → bc

cC → cc

aB → ab

genera esattamente il linguaggio {aibici : i ≥ 1}.

4. Gerarchia

Ricordiamo:

• dagli esempi 5.3 e 6.4 sappiamo che il linguaggio {aibi : i ≥ 0} è un
linguaggio CF ma non regolare. Sappiamo inoltre che le grammatiche
(CF) lineari destre e sinistre generano esattamente i linguaggi regolari.

• Dagli esempi 8.2 e 9.7 sappiamo che il linguaggio {aibici : i ≥ 1} è un
linguaggio dipendente dal contesto ma non CF.

• Dai Teoremi 9.6 e 9.4 sappiamo che la classe di linguaggi generati da
grammatiche dipendenti dal contesto è inclusa strettamente nella classe
di linguaggi generati da grammatiche a struttura di frase.

Pertanto viene indotta una gerarchia di grammatiche, nota come gerarchia di
Chomsky, fatta di inclusioni proprie, che si può trovare in Figura 1.

Context Sensitive Grammar 

Productions of the form U � V such that |U| <=|V|  

Example



Regular  

Grammar 
Type 3

Context  
Free 
Grammar 
Type 2

Context 
Sensitive 
Grammar 
Type 1

Unrestricted 

Grammar 
Type 0

Is W   L(G)?         P       P    PSPACE         U

Is L(G) empty?         P       P       U        U

Is L(G1)   L(G2)?    PSPACE       U       U        U

Complexity of Languages Problems



Examples of Language Hierarchy

The expressing  expressive power: 

regular ⊂ context-free ⊂ context-sensitive ⊂ phrase-structure 

L1 = strings over {0, 1} with an even number of 1’s is regular 

L2 = {a  b | n ≥ 0} is context-free, but not regular  

L3 = {a b c | n ≥ 0 } is context-sensitive, but not context-
free 

n n 

n n n



regular                       iff accepted by         finite-state automata                                         
context-free                                               pushdown automata 
context-sensitive                                        linear-bounded automata 
phrase-structure                                        Turing machine  
 

Relationships between Languages and Automata

A language is :



Chomsky’s Hierarchy


