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Reputation Systems

Cosa è un sistema di reputazione?

“A reputation system computes and publishes reputation scores for
a set of objects (e.g. service providers, services, goods or entities)
within a community or domain, based on a collection of opinions
that other entities hold about the objects” [Wikipedia].

Abbiamo un insieme di utenti (raters) che esprimono un opinione
(rating) su un insieme di oggetti o sellers (item).
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Ci possono essere vari tipi di reputation system

Memorizzare i rating dei vari utenti (positivi, negativi o neutri)
e semplicemente valutare affidabilità contando le transazioni
positive e negative nella valutazione (usata da e-bay).

Usare approcci tipo Pagerank: la reputazione è alta se sei
reputato bene da altri individui con alta reputazione.

Una proposta (Cristobald de Kerchove e Paul Van Dooren) è
stata quella di usare una formula nonlineare e un algoritmo
iterativo che converge linearmente ai vettori di reputazione.
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Recommender system e collaborative filtering sono legati al
reputation system.

I reputation system producono però un punteggio basato su giudizi
espressi con dei voti da parte della comunità mentre i
recommender systems usano un insieme di eventi (come ad
esempio il fatto che un acquirente ha comprato un libro, un film
della musica) per generare dei suggerimenti per acquisti all’utente.
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Reputation Systems

Nell’algoritmo di Cristobald de Kerchove e Paul Van Dooren

n numero di raters

m numero di items

mi numero di items valutati dal rater i

E matrice delle valutazioni dei raters sugli item: ei j

valutazione del rater i sull’item j . Ad esempio valori interi
compresi tra 1 e 5.

Obiettivo: ottenere un punteggio di reputazione t per i raters e r
per gli item !
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Reputation Systems

ad ogni utente sono associati due valori: la sua reputazione
che dipende dalle valutazioni ricevute e il suo peso che
influenza l’impatto delle sue valutazioni (affidabilità).

algoritmo basato su uno schema di raffinamento iterativo

assicurata la convergenza

ad ogni passo l’affidabilità di un rater è calcolata in accordo
con la distanza tra le sue valutazioni e la reputazione dell’item
che sta valutando

un rater che diverge “troppo” dall’opinione del gruppo sarà
considerato poco affidabile.
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Reputation Systems

Si introduce la matrice di Trust T che contiene una misura
dell’affidabilità di ogni valutazione.

Il vettore di reputazione r è calcolato come

rj =
∑
i :i→j

WijEij ,

dove la matrice dei pesi W è definita in termini della fiducia della
valutazione degli items da parte dei raters,

Wij =
Tij∑

k:k→j Tkj
,

La notazione
∑

i :i→j significa che la somma deve essere fatta solo
sui valori per cui Eij 6= 0
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Reputation Systems

Come si definisce la matrice dei trust?

Si definisce la “credibilità” di ogni rater

di =
1

mi

∑
j :i→j

(Eij − rj)
2,

che stima la varianza della i-esima riga di E. Stima quanto il
voto del rater i è in accordo con la reputazione degli item
valutati.

Tanto più il suo voto è in linea con quello degli altri, tanto più
il rater sarà trusted!

La matrice dei trust è allora definita come:

Tij = cj − di ,

con i cj scelti in modo che Tij > 0.
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Reputation Systems

I valori cj influenzano il calcolo della matrice W.

Tanto più il valore di cj è piccolo, tanti più spammer che
valutano l’oggetto j vengono penalizzati.

Il vettore d viene utilizzato per ottenere il vettore di
reputazione dei raters nel seguente modo:

ti = dmax − di ,

il valore dmax rappresenta il massimo degli elementi del
vettore d .
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Algoritmo

Trust Weight

for each rating T ! W for each rating

" #
Belief divergence d  r Reputation

for each rater for each item

Figure 1: Cycle of one iteration of the algorithm.

(iii) The belief divergence and the new trust matrix are
calculated from r. For i = 1, . . . , n and j = 1, . . . , m:

di =
1

mi
j, i!j

(Eij � rj)
2, Tij = cj � di.

If the ith row of T is zero, then replace it by a row of
ones.
Repeat steps (ii) and (iii) until convergence.

(iv) The trust vector t is given by maxk dk � di.

Let us remind that the input parameters c used in step (iii)
are chosen su�ciently large such that the entries of T are
nonnegative at each iteration.

One iteration of the algorithm Reputation is schematized in
figure 1. A slight modification allows dynamical evaluations.
In that case, the rating matrix E changes at each iteration,
i.e. E[k] with k = 1, 2, · · · . A direct way to update r, T
and t, is given when the first step takes as initial vector the
previous trust matrix, and steps (ii) and (iii) are not repeat
until convergence, but a certain number of times.

2.4 Interpretation of the solution
The algorithm in section 2.3 converges to the unique solution
of equations (1-4), see next section. Let r⇤ represents that
solution1 and for the sake of simplicity, let parameters cj be
equals to a same constant c0. Then r⇤ is the maximizer of
the following scalar function:  : [0, 1]m ! R with

 (r) =

n

i=1 j, i!j

T 2
ij (6)

=

n

i=1

mi c0 � 1

mi
j, i!j

(Eij � rj)
2

2

. (7)

It is indeed enough to observe that grad  (r⇤) = 0. In
other words, r⇤ maximizes the Frobenius norm of the sparse
trust matrix T . Maximizing such a norm roughly means that
some total degree of confidence over the raters is maximized.
More formally, let assume that the entries Eij are i.i.d.⇠
N(rj , �

2). In that case, the degree of confidence we can
have in evaluation Eij is given by

log Pr(Eij |rj) = cst� 1

2�2
(Eij � rj)

2,

1the corresponding matrices and vectors W ⇤, T ⇤, d⇤ and t⇤

follow from r⇤

Figure 2: X-Axis: # of iterations. Y-Axis: the
euclidian norm of the error, i.e. kr[k] � r⇤k2. The
graphic was obtained from a 943⇥ 1682 sparse rating
matrix representing 105 evaluations.

and by summing the evaluations of i and choosing the ap-
propriate constant, we obtain the relation

Tij =
2�2

mi
k, k!j

log Pr(Eij |rj).

In other words, the trust matrix is the normalized sum of
the degrees of confidence we have in the evaluations of the
raters. Then the maximizer of the Frobenius norm of T is

r⇤ = arg max
r2[0,1]m

n

i=1

1

mi
j, i!j

log Pr(Eij |rj)

2

.

Another writing of the function  leads to

 (r) = �2c0

n

i=1 j, i!j

(Eij�rj)
2+

n

i=1

1

mi
j, i!j

(Eij � rj)
2

2

,

and the maximizer of the first expression is simply the aver-
age of the evaluations for each item j, i.e. i, i!j Eij/|i, i! j|,
and the maximizer of the second expression necessarily be-
longs to the border of the hyper cube, i.e. {0, 1}m. The
solution r⇤ is then a compromise between both terms in
which the parameters c0 plays the role of a weighting fac-
tor. For large c, the algorithm will give the average of the
evaluations for each item.

2.5 Properties of convergence
In this section we analyze the convergence of Reputation

given in section 2.3 and its rate of convergence. For the sake
of clearness, we restrict ourselves to the main and important
steps in the proof avoiding the technical points.

Theorem 1. For cj chosen such that the matrix T is
nonnegative at each step, the iteration in the algorithm Rep-

utation(E,A,c) converges to the unique vector r⇤.

Proof. (Only a sketch). For the sake of simplicity, we
let parameters cj be equals to a same constant c0. We first
prove the unicity of r⇤ and then we prove the convergence
result.

It can be shown that the scalar function  : [0, 1]m ! R :
r 7!  (r) defined in (7) is continuous and quasiconcave. It
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Algoritmo

Inizializzazione di T : si dà ad ogni raters la stessa fiducia
Tij = 1

Ripetere fino a convergenza:

Si calcola

Wij =
Tij∑

k:k→j Tkj
, rj =

∑
i :i→j

WijEij .

Si calcola la credibilità dei raters e la nuova matrice dei trust
come

di =
1

mi

∑
j :i→j

(Eij − rj)
2, Tij = cj − di .

Se T (i , :) = 0 pongo T (i , :) = 1.

La reputazione dei raters è data da

ti = max
k

dk − di .
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Convergenza

L’algoritmo presentato converge all’unica soluzione r∗ che risulta
essere il punto di massimo della funzione scalare ψ : [0, 1]m → R

ψ(r) =
n∑

i=1

∑
j :i→j

Tij
2 =

=
n∑

i=1

mi

c − 1

mi

∑
j :i→i

(Eij − rj)
2

2

.

con cj = c, j = 1, . . . ,m.

Cioè ∇(ψ(r∗)) = 0, con ψ che è continua e quasiconcava e quindi
ha un unico massimo.
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Newton-Raphson

La funzione f : Rm → Rm definta come f (r) = ∇(ψ(r)) è data da

fs(r) =
∂ψ

∂rs
=

∂

∂rs

n∑
i=1

mi

c − 1

mi

∑
j :i→i

(Eij − rj)
2

2

=

=
n∑

i=1

4 (Eis − rs)

c − 1

mi

∑
j :i→i

(Eij − rj)
2

 .

Dobbiamo trovare r∗ tale che f (r∗) = 0.
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Newton-Raphson

Si può usare il metodo di Newton-Raphson, una
generalizzazione del metodo delle tangenti a sistemi di eq non
lineari. Sia f (x) = 0 un sistema di equazioni, possiamo
trasformarlo nel sistema x = g(x) con

g(x) = x− [J(x)]−1f (x),

dove J(x) Jacobiano di f .
Da cui abbiamo

x(i+1) = x(i) − [J(x(i))]−1f (x(i)).
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Newton-Raphson

Ad ogni passo devo quindi risolvere un sistema lineare

J(x(i)) q = −f (x(i)),

dopodichè
x(i+1) = x(i) + q.
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Jacobiano di f

Lo Jacobiano di f = ∇ψ è l’Hessiano di ψ. Facendo i conti si
trova (CONTROLLARE)

H(ψ)k,s =
∂fs
∂rk

(r) =
∂ψ

∂rk∂rs
(r) =

=
∂

∂rk

 n∑
i=1

4 (Eis − rs)

c − 1

mi

∑
j :i→i

(Eij − rj)
2

 =

= −4 δsk

n∑
i=1

c − 1

mi

∑
j :i→i

(Eij − rj)
2

 +

+8
n∑

i=1

1

mi
, (Eis − rs) (Eik − rk)
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Newton-Raphson

Il termine noto è −f (x(i)). Nel nostro caso abbiamo

bs = −fs(r) = −
n∑

i=1

4 (Eis − rs)

c − 1

mi

∑
j :i→i

(Eij − rj)
2

 .

Quindi il vettore di updating q è la soluzione del sistema

H q = b

quindi

r(i+1) = r(i) + q.
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