Soluzione della prova scritta
di Algebra lineare del 14 giugno 2010

Esercizio 1

(a) Sidimostra che se z € S(A?), allora z € S(A). Infatti si ha z = A%x per
qualche x € R™: ponendo y = Ax, risulta z = Ay, e quindi z € S(A).

(b) Con il metodo di Gauss si puo trasformare A in forma triangolare. Da
AWM = A si ottiene

1 k-1 —k+1
AP =10 —k k )
0 —2k+1 2k-—1

e, per k # 0,

1 k-1 —k+1
A = 0 —k k .
0 0 0

Quindi, per k # 0, rk(A) = rk(A®)) =2, e per k=0,
1 -1 1
rk(A) =rk(A®)=rk |0 0 0 | =2
0 1

Si conclude che rk(A) = 2 per ogni k.

Dopo aver calcolato A2 (prodotto riga per colonna di A per A)

1 k(k—1) —k(k—1)
A2[1 0 0 }
1

—(k—-1)2  (k—1)

con Gauss, ponendo B = A2 si ottiene

1 k(k—1) —k(k—1)
B® — { 0 —k(k—1) k(k—1) ] )
0 (=2k+1)(k—1) (2k—1)(k—1)

e,perk#0ek#1,

1 k(k—1) —k(k—1)
B® = { 0 —k(k—1) k(k—1) ]
0 0 0



Pertanto, per k # 0 e k # 1, tk(A?) = rk(B®)) = 2, mentre per k = 0

1 0 0
rk(A?) =1k(B@)=1k | 0 0 0 | =2,
0 -1 1

eperk=1

rk(A4%) = rk(B?)) = rk

S O =
S O O
oS O O
Il
p—t

Si conclude che
1 € ]{ =1
rl ( 42) { , per )

2, altrimenti.

(c) Dal punto (a) si ha che S(A?) & un sottospazio di S(A), e perché siano
uguali anche le loro dimensioni devono esserlo: poiché il rango di una
matrice e uguale alla dimensione della sua immagine, tenendo conto
di quanto ottenuto al punto (b), si conclude che le due immagini sono
uguali, e hanno dimensione due, per tuttii k # 1.

Esercizio 2
I vettori x di S sono le soluzioni del sistema lineare omogeneo Ax = 0, con

111 1
A_[lll—l}’

ottenuto imponendo 'ortogonalita rispetto ai due vettori che generano S.
A ¢ facilmente ricondotta alla forma triangolare

111 1
A_[000—2]

Si osserva che le soluzioni sono infinite e formano uno spazio di dimensione
4-rk(A) = 2. Ponendo z3 = a e xg = 3, risulta che tutte le soluzioni si
possono esprimere come

-1 -1

x=0 + «

1
0
0

S = O

Due soluzioni linearmente indipendenti, che quindi formano una base di S+,
sonox; =[-1100]7, xo=[-1010].



A questo punto si applica il metodo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidst.

t1:X17 Y1:7:

1
t2:X2—XgY1Y1:§ 9 , Y2 = = —

9
Tt 6
0 272 0

{y1,y2} & una base ortonormale di S*.

Esercizio 3

La matrice A ha la forma

11 1 «
A - 11 11
11 -+ 11

(a) Essendo a # 1 le prime due righe sono linearmente indipendenti; tutte
le altre sono uguali alla seconda, quindi det A = 0 e rk(A) = 2. Questo
implica che A ammette 0 come autovalore, con molteplicita geometrica
n — 2. Quindi A ha al pit due autovalori non nulli.

1

(b) Si puo calcolare I'inversa di S come S™! = et S adj(9).
Poiché det S =1 si ha
1 0 00
0 e 0100
S™ =adj(S) = 0110
0111
Poi si calcola B = SAS™L:
1 24+4a 14+a «
1 3 2 1
B= 0 0 0 0
0 0 0 0

Il polinomio caratteristico di B e

p(\) =det(B—XI) = X2[(1-A)(B3—-N) —2—a] = >N\ =4\ —a+1).



(c) B ¢ una trasformata per similitudine di A, quindi A ha gli stessi auto-
valori di B, che sono le soluzioni dell’equazione caratteristica p(A) = 0:

Al=X=0, AM=2—V3+a, MAM=2++V3+a.

Esercizio 4

(a) I coefficienti di p(x) = asz? + a1z + ap sono la soluzione del sistema

[1 -1 1 as [ 1/2 ]
0 0 1 a1 | = 1 ,
|1 1 1] | ao | | 1/2 ]
che con il metodo di Gauss si riconduce al sistema con matrice trian-
golare
(1 =1 177 a9 ] [ 1/2 ]
0 2 0 a1 | = 0 ,
L 0 0 1 i aq i L i
che, risolto all’indietro, da ag = 1, a; = 0, ag = —1/2. Quindi p(z) =
—1/22% + 1.
(b) I coefficienti di g(z) = byx? + b1x + by sono la soluzione del sistema
1 =1 177 by ] [ 1/2
1 1 1 by | =1 1/2 |,
4 2 1] [ bo| | 1/3
che con il metodo di Gauss si riconduce al sistema con matrice trian-
golare
1 =1 1 77567 [ 1/2
0 2 0 by | = 0 ,
0 0 -3 ] bo | —5/3

che, risolto all’indietro, da by = 5/9, by = 0, by = —1/18. Quindi
q(r) = —1/182% +5/9.

(c) (facoltativo) Si ha

s(x0) = ; ; ;f@:o) o (o) = f(wo),
s(x1) = xi — xzf(-%‘l) = f(z1),
s(2) = 2 o)+ 2 () = f (),
s(x3) = T — 1 f(z3) = f(x3)

Ne segue che s(z) assume gli stessi valori di f(x) nei quattro nodi x;,
e quindi ¢ il polinomio di interpolazione di f(x) in tali nodi.



