Soluzione della prova scritta
di Algebra lineare dell’11 settembre 2012

Esercizio 1

(a) La matrice richiesta ha come colonne i vettori f(e;) e f(e2):
1 -1
A=l S
(b) Siha B= P71AP, dove P & la matrice del cambiamento di base:
-1 41 o111 T2 0
P‘[—1 1 ] F __2{1 —1]’ B‘[—2 2]

(c) B ammette autovalore 2, con molteplicita algebrica 2. Gli autovettori
sono le soluzioni non nulle x = [ 21 x2 |7 del sistema lineare

ol

che sono tutti i vettori della forma x = k[0 1], con k € R, k # 0.

Esercizio 2

(a) A e diagonalizzabile perché ¢ simmetrica, quindi esiste S invertibile tale
che D = S71AS ¢ diagonale: D ha elementi sulla diagonale uguali ai
tre autovalori di A e S ha come colonne i correspondenti autovettori.
Il polinomio caratteristico di A & p(A) = —A(A%2 —4X+2), gli autovalori
sono dunque

A =0, )\2:2—\/5,)\3:2—1—\/5,

e scegliendo come corrispondenti autovettori

-1 1 1
xi=| 0 |, xo=| V2|, x3=1{ 2
1 1 1



La sua inversa e

-1 0 1
STh=1/21 1/2 —1/vV2 1/2
/2 1/v/2 1/2
La condizione richiesta puo essere riscritta come S™'BSS~1BS = D,

quindi se si trova una matrice E tale che E? = D, si potra scegliere
B = SES™!. Una matrice F tale che E?> = D ¢

0 0 0
E=10 VvV2—-V2 0
0 0 24++/2
Si ha infine
1 1 1
4 2+/2 4
BZSES_lZ(\/2_\f2+\/2+ﬂ> 2+1\/§ 2 2+1\/§
1 1 1
4 242 4

(b) (facoltativo) Se B? = A, si puo soltanto dire che N(B) C N(A): infatti

se Bx = 0, allora Ax = BBx = B0 = 0.

Tuttavia, nel caso delle matrici considerate nel punto precedente, B
e stata costruita in modo tale da avere gli stessi autovettori di A: in
particolare gli autovettori relativi all’autovalore 0 di B sono tutti e soli
gli autovettori relativi all’autovalore 0 di A. Quindi N(A) = N(B).

Esercizio 3

(a) Si riportano di seguito i cerchi di Gerschgorin per righe, per colonne,

e l'intersezione delle loro unioni, distinguendo il caso k < 1 dal caso

k>1.
jyulz 3 o M| 2 3
k=1/2

a0
PR




BV

N
SN,

Non esistono valori di k per i quali il teorema di Gerschgorin permette
di affermare che tutti gli autovalori sono reali: infatti, per ogni k il
cerchio relativo alla terza riga € contenuto nel cerchio relativo alla
seconda riga, mentre il cerchio relativo alla prima colonna interseca in
1 il cerchio relativo alla terza colonna. Inoltre si puo osservare che per
k < 1 esiste un autovalore reale compreso tra k e —k.

ah

k=3/2

(b) Per k = 1l polinomio caratteristico di A & p(\) = —A3+5X2 —6A+2 =
(A — 1)(=A% + 4X\ — 2), gli autovalori sono dunque A\; = 1, Ao =

Esercizio 4

(a) I coefficienti di p(z) = agx?® + a1z + az sono la soluzione del sistema

Va="f, dove
/4 -1/2 1 ag V3/2
V=| 0 0 1|, a=|a |, e f=| 1

1/4 12 1 as V3/2

Con il metodo di Gauss si arriva alla forma triangolare della matrice
aumentata seguente

1/4 —1/2 1]+/3/2
0 1 0| 0
0 0 1|32

La soluzione & ag = 2v/3 — 4, a1 =0, ag = 1. Quindi

plz) = (2V3 —4)2? +1



(b) T coefficienti di g(z) = box + by sono la soluzione del sistema VI Vb =

VTE, dove
-1/2 1 i V3/2
V= 0o 1], b:[bo], e f= 1 ,
1/2 1 ! V3/2

e f e definito come al punto precedente. Si ottiene il sistema lineare
corrispondente alla matrice aumentata seguente

[1(/)2 g\/§0+1]'

_ /341

La soluzione ¢ by = 0, by = 5. Quindi
V341
q(z) = —5
Si riportano i grafici, nello stesso piano cartesiano, di f(x), p(z) e ¢(z),
per |z| < 1.
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Si osservi che f(x) > p(x) per |z| < 1/2.



